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❑❡②♥❡s✐❛♥ ▼♦❞❡❧s✱ ❉❡tr❡♥❞✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ▼❡t❤♦❞ ♦❢

▼♦♠❡♥ts∗
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✷✹t❤ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✶✾

❆❜str❛❝t

❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡st✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ✇❤❡t❤❡r ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❞❡tr❡♥❞ ❞❛t❛

✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥

❝♦♠♠♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ❞❡tr❡♥❞ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡tr❡♥❞❡❞✳ ❉♦✐♥❣ s♦

✇♦r❦s r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥ ♣❛rt ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t

❞✐s❛♣♣❡❛rs ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❢t❡r t❤❡ ❞❡tr❡♥❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ✉s✉❛❧❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

t❤❛t ❛❧s♦ ❞✐s❛♣♣❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐♥ ❤❡❛✈② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❑❡②♥❡s✐❛♥

♠♦❞❡❧s✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❛r❡❧② ❞✐s❛♣♣❡❛r ❢r♦♠ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ❜✉t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ❞✐s❛♣♣❡❛r

❢r♦♠ t❤❡ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ❞❛t❛✳ ❯s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ r❡❛❧ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡

♠♦♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s

t♦ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦ ❝❛♥ ❜❡ s❡r✐♦✉s❧② ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

♣r♦❝❡ss ❛r❡ ❞❡tr❡♥❞❡❞✳ ❯s✐♥❣ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ st♦❝❤❛st✐❝ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❯✳❙✳ ❞❛t❛✱

✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❞❡tr❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡❢♦r❡ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ❛ s❡r✐♦✉s❧②

♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥❡♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ♠♦♥❡t❛r② s❤♦❝❦s✳ ❲❡ s✉❣❣❡st ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡

♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉s✐♥❣ r❛✇ ❞❛t❛✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ tr❡♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳

❏❊▲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❈✶✷✱ ❈✶✸✱ ❈✶✺✱ ❊✶✼✱ ❊✺✶

❑❡②✇♦r❞s✿ ❘❇❈ ♠♦❞❡❧s✱ ❉❙●❊ ♠♦❞❡❧s✱ ❚r❡♥❞✳

∗❲❡ t❤❛♥❦ ♣r♦❢❡ss♦rs ❏❡❛♥✲▼❛r✐❡ ❉✉❢♦✉r✱ ❙t❡✈❡♥ ❆♠❜❧❡r✱ ❱✐❝t♦r✐❛ ❩✐♥❞❡✲❲❛❧s❤✱ P❛✉❧ ●♦♠♠❡✱ Pr♦s♣❡r ❉♦✈♦♥♦♥
❛♥❞ ❚❛t②❛♥❛ ❑♦r❡s❤❦♦✈❛ ❛♥❞ s❡♠✐♥❛r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛t s❡✈❡r❛❧ s❡♠✐♥❛rs ❛♥❞ ✇♦r❦s❤♦♣s ❢♦r t❤❡✐r ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞
s✉❣❣❡st✐♦♥s✳ ❊❛r❧✐❡r ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ❈♦♥❝♦r❞✐❛ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ▼❝●✐❧❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❛♥❞ t❤❡
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◗✉❡❜❡❝ ❛t ▼♦♥tr❡❛❧✳

†❆ss✐st❛♥t Pr♦❢❡ss♦r✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❖tt❛✇❛✱ ✶✷✵ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❙♦❝✐❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s ❇✉✐❧❞✐♥❣✱ ❘♦♦♠
✾✵✵✺✱ ❖tt❛✇❛✱ ❖♥t❛r✐♦✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ❑✶◆ ✻◆✺❀ ❡✲♠❛✐❧✿ ❝♠❛♦t❛❦♦❅✉♦tt❛✇❛✳❝❛ ❲❡❜ ♣❛❣❡✿ ❤t✲
t♣s✿✴✴s✐t❡s✳❣♦♦❣❧❡✳❝♦♠✴s✐t❡✴♠❛♦t❛❦♦♥❣♠♦❝❤❛r❧❡s✴



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ st♦❝❤❛st✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❉❙●❊✮

♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ❞❛t❛ ✭s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ▲✳ ❈❤r✐st✐❛♥♦✱ ❊✐❝❤❡♥❜❛✉♠ ✫ ❘❡❜❡❧♦✱ ✷✵✶✶❀ ❉r❛✉t③❜✉r❣

✫ ❯❤❧✐❣✱ ✷✵✶✶❀ ❉❡❧ ◆❡❣r♦✱ ❙❝❤♦r❢❤❡✐❞❡✱ ❙♠❡ts ✫ ❲♦✉t❡rs✱ ✷✵✵✼❀ ❙♠❡ts ✫ ❲♦✉t❡rs✱ ✷✵✵✼❀ ■r❡❧❛♥❞✱

✷✵✵✹❀ ▼❝●r❛tt❛♥✱ ❘♦❣❡rs♦♥ ✫ ❲r✐❣❤t✱ ✶✾✾✼❀ ▲✳ ❏✳ ❈❤r✐st✐❛♥♦ ✫ ❊✐❝❤❡♥❜❛✉♠✱ ✶✾✾✷✮✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱

✇❡ ✉s❡ t✇♦ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧s t♦ s❤♦✇ t❤❛t r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ tr❡♥❞ ❜❡❢♦r❡ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❛②

❧❡❛❞ t♦ s❡r✐♦✉s❧② ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❛♥❞ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ ♣♦❧✐❝② r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ✜rst s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❜❛s✐❝ r❡❛❧ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ✭❘❇❈✮ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❤❛♥❞

✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r✉❧❡s ♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❡rr♦rs✮ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢

t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦ ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✳ ❯s✐♥❣ t❤❛t ❜❛s✐❝ ❘❇❈ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛

❤✉❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr✉❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ❞❛t❛✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❉❙●❊ ♠♦❞❡❧✱ ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ♠♦♥❡t❛r②

s❤♦❝❦s✳ ■♥ ♦✉r ❉❙●❊ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛ s❡r✐♦✉s❧② ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ♦✉t♣✉ts t♦ ❛ ♠♦♥❡t❛r②

s❤♦❝❦✱ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❞❡tr❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡❢♦r❡ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s

♣❛♣❡r s✉❣❣❡sts ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ r❛✇ ❞❛t❛✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ tr❡♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥

t❤❡ ❞❛t❛✳

■t ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ tr❡♥❞ t❤❛t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✳ ■♥

♣r❛❝t✐❝❡✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✉s✉❛❧❧② tr✉st t❤❡✐r ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ ♦♥❡ ✜❧t❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡rs

❡♠♣❤❛s✐s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛❝ts ❛❜♦✉t ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ t✐♠❡ s❡r✐❡s

✭s❡❡✱ ❙✐♥❣❧❡t♦♥✱ ✶✾✽✽❀ ▲✳ ❏✳ ❈❤r✐st✐❛♥♦ ✫ ❉❡♥ ❍❛❛♥✱ ✶✾✾✻❀ ❇✉r♥s✐❞❡✱ ✶✾✾✽❀ ●♦r♦❞♥✐❝❤❡♥❦♦ ✫ ◆❣✱

✷✵✶✵✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ✜❧t❡r ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts✳

❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧s ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ■♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱

t❤❡r❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭st♦❝❤❛st✐❝

s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♣r♦❜❧❡♠✮✱ ❛♥❞ r❡♠♦✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ tr❡♥❞ ♠❛② ❡①❛❝❡r❜❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②

✐❢ t❤❡ ✜❧t❡r r❡♠♦✈❡s ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡st✐♠❛t❡ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

■❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❞r✐✈❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ❛

♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ s❤♦❝❦s✳

❲❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s❡❛s♦♥❛❧✐t②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❲❛❧❧✐s ✭✶✾✼✹✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❡❛s♦♥❛❧

❛❞❥✉st♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❧❛❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐s❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ✜❧t❡r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡❛❝❤

✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❋❛❝✐♥❣ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ tr❡♥❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠♦♠❡♥ts t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s

❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡rs s❤♦✇ t❤❛t ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✜❧t❡r t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ tr❡♥❞ ♠✐ss♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s

✭s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ●♦r♦❞♥✐❝❤❡♥❦♦ ✫ ◆❣✱ ✷✵✶✵❀ ❇✉r♥s✐❞❡✱ ✶✾✾✽✮✳ ❲❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t ❞♦✐♥❣ s♦ ❝❛♥♥♦t

s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞✉❡ t♦ ❞❡tr❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤❡❛✈② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r

❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❞❡tr❡♥❞ t❤❡ ❞❛t❛✱ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❛♣♣❡❛rs✳ ■♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✱

❜② ❞❡tr❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥♦

✷



❧♦♥❣❡r ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ❞❛t❛ ❛❧s♦ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧❀ t❤✉s✱ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡♠❛✐♥

✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❛❣✉❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❡❛✈② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ✭❡✳❣✳✱ ♠♦❞❡❧s t❤❛t

❢♦❝✉s ♦♥ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣♦❧✐❝✐❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❩❡r♦ ▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✭s❡❡✱

▲✳ ❈❤r✐st✐❛♥♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ▼❛♦ ❚❛❦♦♥❣♠♦✱ ✷✵✶✼✮✮✱ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡

♠❛② r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s❛♠❡ ✜❧t❡r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❜♦t❤ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛r❣✉❡

t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞❡tr❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❑❡②♥❡s✐❛♥

♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❞❡tr❡♥❞✐♥❣✳

❲❡ ❝♦✉❧❞ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ✉♥✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤♦s❡ r❡♠❛✐♥✲

✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s❡tt✐♥❣✱ ✐t ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♥♦t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✳

❊st✐♠❛t✐♥❣ ❛♥ ✉♥✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇✐t❤ ♦t❤❡rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ✇♦rs❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

♦❢ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ tr❡♥❞✱ ✐t ✐s ❛ ❣♦♦❞ ✐❞❡❛ t♦ ♠♦❞❡❧ ✐t✳

❊✈❡♥ ✐❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐s♣❧❛② ❛ tr❡♥❞✱ ✐t ♠❛② ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s st❛t✐♦♥❛r② ❛t t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ♦r ❛t ❧❡❛st ❤❛s ✜♥✐t❡

♠♦♠❡♥ts✳ ❈♦❣❧❡② ✭✷✵✵✶✮ ✇❛s t❤❡ ✜rst t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐❢ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥t❡r ❛s ❛ st❛✲

t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦r ❣r❡❛t r❛t✐♦ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❧② s♣❡❝✐✜❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❍❛♥s❡♥

t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❈♦❣❧❡② ✭✷✵✵✶✮ s✉❣❣❡st✐♦♥ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ✇❡ s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ ❛ st❛♥❞ ♦♥

t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✈❡r✐❢② ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ s❛♠♣❧❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞

t♦ ❤❛✈❡ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❜❡ st❛t✐♦♥❛r② ♦r ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ st❛t✐♦♥❛r② r❛t✐♦ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s

♣✉ts ♠❛♥② r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤✐s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s ✇❤② r❡s❡❛r❝❤❡rs ❤❛✈❡

♥♦t t❛❦❡♥ ❈♦❣❧❡② ✭✷✵✵✶✮✬s s✉❣❣❡st✐♦♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❈♦❣❧❡② ✭✷✵✵✶✮ ❞✐❞ ♥♦t ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❢✉rt❤❡r ♦♥ ❤✐s

s✉❣❣❡st✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❤✐s ♣❛♣❡r ✇❛s ♥♦t t♦ t❡st t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ tr❡♥❞ ❜✉t r❛t❤❡r t♦ t❡st t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✐s✲s♣❡❝✐✜❡❞

tr❡♥❞s✳ ■♥ ♦✉r ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✐♥st❡❛❞ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ tr✉❡ tr❡♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛

♠✐s✲s♣❡❝✐✜❡❞ tr❡♥❞ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✳

❲❡ s✉❣❣❡st ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡

♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ t♦ t❛❦❡ ❛ st❛♥❞ ♦♥ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ♦❢ ❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s

✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ❉❙●❊ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r

♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡

✉s✉❛❧❧② st❛t✐♦♥❛r② ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛t t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦

✇♦rr② ❛❜♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ tr✉❡ tr❡♥❞ t❤❛t ❞r✐✈❡s ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✿ ❲❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② t❛❦❡ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r

r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❡rr♦r t♦ ❜✉✐❧❞ ♦✉r ♠♦♠❡♥t

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❲❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡ ✜❧t❡r ♠❡t❤♦❞s ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿ t❤❡ ❍♦❞r✐❝❦✲

Pr❡s❝♦tt ✭❍P✮ ✜❧t❡r✱ t❤❡ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❋❉✮ ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✳

❖✉r ✜rst ❡①❡r❝✐s❡ ✐s ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ❛✐♠s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡tr❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛

✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❞❛t❛✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛♥ ❘❇❈ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝

♦r st♦❝❤❛st✐❝ tr❡♥❞✳ ▼❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦rs ✭▼❙❊s✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥

✸



t❤❡ tr✉❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ▼❙❊ ✐s s♠❛❧❧❡r ✇❤❡♥ r❛✇ ❞❛t❛ ❛r❡ ✉s❡❞

t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ tr❡♥❞ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛✲

❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr✉❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❡r❝✐s❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❯✳❙✳ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❡❞✐✉♠✲s❝❛❧❡ ❉❙●❊ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛ss❡ss

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ♦✉t♣✉ts t♦ ❛ ♠♦♥❡t❛r② s❤♦❝❦ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✲

✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡tr❡♥❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ♦✉r ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥

t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ♥♦t ❞❡tr❡♥❞❡❞✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ♠♦♥❡t❛r② s❤♦❝❦ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r

t♦ t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❡✳❣✳✱ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❡s♣♦♥❞s ♣♦s✐t✐✈❡❧② t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠♦♥❡t❛r②

s❤♦❝❦✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ❞❡tr❡♥❞❡❞✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ✈❛r✐✲

❛❜❧❡s t♦ ❛ ♠♦♥❡t❛r② s❤♦❝❦ ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❡✳❣✳✱ t❤❡

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠♦♥❡t❛r② s❤♦❝❦ ✐s ♥♦✇ ♥❡❣❛t✐✈❡✮✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢

❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡tr❡♥❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡

♣❛♣❡r✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠♦♠❡♥ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ♣r❡s❡♥ts ♦✉r ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛♥❛❧②s✐s✱

✉s✐♥❣ ❛♥ ❘❇❈ ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❛rt✐❝❧❡✳

✷ ❉❙●❊ ▼♦❞❡❧s ❛♥❞ ❉❡tr❡♥❞✐♥❣

✷✳✶ ❙♦❧✈✐♥❣ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ▼♦❞❡❧s

■♥ t❤❡ ❉❙●❊ ❝♦♥t❡①t✱ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t t❤❛t

♠❛①✐♠✐s❡s ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s✉❜❥❡❝t t♦ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✉♥❝❡r✲

t❛✐♥t②✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✿

Et[L(yt+1, yt, yt−1, xt+1, xt, ut, ut+1; θ)]❂✵ ✭✶✮

✇❤❡r❡ Et ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ t✐♠❡ t❀ L ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❀ θ ✐s

❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs❀ y ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st❀ x t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s❀ ❛♥❞

u ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ s❤♦❝❦s✳ ❚❤❡ ❛❣❡♥ts ❦♥♦✇ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛t t✐♠❡ t− 1 ❛♥❞

♦❜s❡r✈❡ t❤❡ s❤♦❝❦ ❛t t✐♠❡ t✳ ❚❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜❡❧✐❡❢s t❤❛t r❡❧❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s yt+1 t♦

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❛✐♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② t♦ ❢♦r❡❝❛st t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ s❤♦❝❦ ✭♦r ❛ ♣♦❧✐❝②✮ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❡✛❡❝t ✐s t♦ r❡✇r✐t❡ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐ts tr❡♥❞ ✭s❡❡ ❑②❞❧❛♥❞ ✫ Pr❡s❝♦tt✱ ✶✾✽✷❀ ❑✐♥❣✱ P❧♦ss❡r ✫ ❘❡❜❡❧♦✱ ✶✾✽✽❀ ❯❤❧✐❣✱

✶✾✾✺❀ ❙♠❡ts ✫ ❲♦✉t❡rs✱ ✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡ tr❡♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ t❤❡

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✹



Et[f(ŷt+1, ŷt, ŷt−1, x̂t+1, x̂t, ut, ut+1; γ)]❂✵ ✭✷✮

✇❤❡r❡ ŷ = y − y❀ x̂ = x − x✱ y ❛♥❞ x r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ tr❡♥❞ ♦❢ y ❛♥❞ x✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢

♣❛r❛♠❡t❡rs✱ γ✱ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❞❡✜♥❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ŷ ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ♣r❡❞✐❝t✱

x̂ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ u ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ s❤♦❝❦s✳

❆❢t❡r r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ tr❡♥❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞

✐s r❡✇r✐tt❡♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❛s ❛♥ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ r❡♣r❡s✲

❡♥t❛t✐♦♥✳ ❘❡s❡❛r❝❤❡rs t❤❡♥ st✉❞② ❤♦✇ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❝❛♥ ✢✉❝t✉❛t❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ tr❡♥❞ ✐♥

r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣♦❧✐❝✐❡s ♦r ❛♥ ✉♥♣r❡❞✐❝t❡❞ s❤♦❝❦✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸ t♦ ✹✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥

♦r ♣♦❧✐❝② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✳

❚❤❡ ♣♦❧✐❝② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ s❡t ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛r✐✲

❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ s❤♦❝❦s t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ❛♥❞ t❤❛t ❞❡✜♥❡ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r ♣♦❧✐❝② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✜♥❞✐♥❣ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ g ❛♥❞ h✱ s✉❝❤ t❤❛t

ŷt = g(x̂t; τ) ✭✸✮

x̂t = h(x̂t−1, ut; τ) ✭✹✮

✇❤❡r❡ τ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s g

❛♥❞ h✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡q✉❛t✐♦♥✿

F (x̂t) = Et[f (g(h(x̂t, ut+1; τ)), g(x̂t; τ), h(x̂t, ut+1; τ), x̂t, ut, ut+1; γ)]❂✵.

❖♥❡ ✇❛② t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r g ❛♥❞ h ✐s t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢♦r g ❛♥❞ ❢♦r h ✐♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♦r❞❡r✱ n✱

❛r♦✉♥❞ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥t❤✲♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✭s❡❡✱

❈♦❧❧❛r❞ ✫ ❏✉✐❧❧❛r❞✱ ✷✵✵✶❀ ❙❝❤♠✐tt✲●r♦❤é ✫ ❯r✐❜❡✱ ✷✵✵✹✱ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t F ❛♥❞ ✐ts

❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ ❛♥② ♦r❞❡r ❛r❡ ③❡r♦ ❛t ❛❧❧ ♣♦✐♥ts✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❢✉♥❝t✐♦♥s g ❛♥❞ h ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡

♦❢ r❡❧❛t❡❞ γ✳ ■❢ ❞❡tr❡♥❞✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ γ✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s g ❛♥❞ h ✇✐❧❧ ❜❡

✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❝♦rr❡❝t r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❛ s❤♦❝❦ ✭♣♦❧✐❝②

❢✉♥❝t✐♦♥s✮✳

✺



✷✳✷ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥

✷✳✷✳✶ ❚❤❡ ❈♦♥❝❡♣t ♦❢ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡ ♠♦❞❡❧

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉♥❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ♦r ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r♠✲

❛❧❧②✱ ❧❡t Y r❡♣r❡s❡♥t ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ✐♥ R
n✳ ▲❡t A ⊂ R

m r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r

❡❛❝❤ α ∈ A✱ ❧❡t f(y, α) ❜❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r α. ❋♦❧❧♦✇✐♥❣

❘♦t❤❡♥❜❡r❣ ✭✶✾✼✶✮✱ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r α0 ∈ A ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r

α ∈ A s✉❝❤ t❤❛t f(y, α0) = f(y, α) ❢♦r ❛❧❧ y ∈ Y ✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ α0 ∈ A ✐s ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐❢ ∀α ∈ A

α 6= α0 =⇒ f(y, α) 6= f(y, α0), ∀y ∈ Y ✭✺✮

❆ ♣❛r❛♠❡t❡r α0 ∈ A ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ α0

✇❤❡r❡ α0 ✐s ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✳

❘♦t❤❡♥❜❡r❣ ✭✶✾✼✶✮ ♣r♦✈❡s t❤❛t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❛t

t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♠✉st ❜❡ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❛t t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱

α0 ∈ A ✐s ❧♦❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐❢ I(α0) ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ✐s ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r✳

I(α0) =
[
rij(α

0)
]
= E

[
∂ log f(y, α0)

∂αi

∂ log f(y, α0)

∂αj

]
✭✻✮

❋♦r ❛ ♥♦♥✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ✐s t❤❛t t❤❡ ❍❡ss✐❛♥

♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❢✉❧❧ r❛♥❦✳

✷✳✷✳✷ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❉❙●❊ ❛♥❞ ■♥❛❝❝✉r❛t❡ P♦❧✐❝② ❋✉♥❝t✐♦♥s

❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛ ❑❡②♥❡s✐❛♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t✳ ❉❙●❊ ♠♦❞✲

❡❧s ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡ ❤❡❛✈✐❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r❀ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❘❇❈ ♠♦❞❡❧s

✭❑②❞❧❛♥❞ ✫ Pr❡s❝♦tt✱ ✶✾✽✷✮✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣♦ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❡❛✈✐❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✶✮ t♦ ❛ ♣♦ss✐❜❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮ ✇✐t❤♦✉t r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❧♦s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ●✳ ❉✳ ❍❛♥s❡♥

✭✶✾✽✺✮ ♣r♦♣♦s❡s ♦♥❡ s✉❝❤ s✐♠♣❧❡ ❘❇❈ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❧❛❜♦✉r✳ ●♦✐♥❣ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮

t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞♦♥❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❜❛s✐❝ ●✳ ❉✳ ❍❛♥s❡♥ ✭✶✾✽✺✮✲t②♣❡

♠♦❞❡❧s✳

❘♦t❤❡♥❜❡r❣ ✭✶✾✼✶✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝

♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ♠❛② ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

■t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭s❡❡✱

❘♦t❤❡♥❜❡r❣✱ ✶✾✼✶❀ ■s❦r❡✈✱ ✷✵✵✽✱ ✷✵✶✵✮✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦

♣❛r❛♠❡t❡rs γ ❛♥❞ θ ✭γ = g(θ)✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ Y ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r θ

♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r γ✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t γ ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✳ ❚❤❡♥ ❛ str✉❝t✉r❡ θ0 ✐s

✻



❧♦❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ H = ∂g
∂θ
✱ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t θ0, ❤❛s ❛ ❢✉❧❧ ❝♦❧✉♠♥ r❛♥❦✳

■❢ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ θ t♦ γ ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ f(θ, γ) = 0✱ t❤❡♥ ✐❢ γ

✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✱ θ0 ✐s ❧♦❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ fθ(θ0) =
∂f(θ0,γ)

∂θ
❤❛s ❛ ❢✉❧❧ ❝♦❧✉♠♥

r❛♥❦✳

■♥ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♥♦t ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ✐❢✱ ❛❞❞✐✲

t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❛t ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ✐t ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s

st✉❞✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ✇❡❛❦ ♦r ♥♦t ✐❞❡♥t✐✲

✜❛❜❧❡✳ ❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ▲✉❜✐❦ ✫ ❙❝❤♦r❢❤❡✐❞❡ ✭✷✵✵✹✮✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡t❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❧❛r❣❡ ❉❙●❊ ♠♦❞❡❧s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✐♥t♦ t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Y ✐s ❤✐❣❤❧②

♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t②♣✐❝❛❧❧② ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳

■❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦ ❝❧❡❛r ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❛♥❞

t❤❡r❡❢♦r❡ ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❛♥❞ ✐❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥

t❤❡ tr❡♥❞✱ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐❧❧ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ❞❛t❛✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✇❡

❞♦ ♥♦t r❡❛❧❧② ❦♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✱ ✇❡ ♠❛② st✐❧❧ ✉s❡ ✐ts ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r

❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ♦✉r ♣♦❧✐❝② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡r✐♦✉s❧② ❛✛❡❝t❡❞✳

✸ ❉❡tr❡♥❞✐♥❣ ▼❡t❤♦❞s

✸✳✶ ❋✐rst✲♦r❞❡r ❉✐✛❡r❡♥❝❡s

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t yt ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ✇✐t❤ ♥♦ ❞r✐❢t✳ ❚❤❡ tr❡♥❞ ✐s t❤❡ ❧❛❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡

s❡r✐❡s ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝②❝❧❡✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ st❛t✐♦♥❛r②✳

yt = yt−1 + (yt − yt−1)

yt = ηt + ct

❚❤✉s✱ t❤❡ tr❡♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ηt = yt−1✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝②❝❧✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ct = yt − yt−1

✸✳✷ ❚❤❡ ❍♦❞r✐❝❦✲Pr❡s❝♦tt ❋✐❧t❡r

❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ tr❡♥❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡ ❍P ✜❧t❡r

✭s❡❡✱ ❍♦❞r✐❝❦ ✫ Pr❡s❝♦tt✱ ✶✾✾✼❀ ❑✐♥❣✱ P❧♦ss❡r ✫ ❘❡❜❡❧♦✱ ✶✾✽✽✮ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ tr❡♥❞✱ ηt✱ ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② ♠✐♥✐♠✐s✐♥❣

min
{ηt}

T
t=1

[
T∑

t=1

(yt − ηt)
2 + λ

T∑

t=3

((ηt − ηt−1)− (ηt−1 − ηt−2))
2

]

✼



ĉt = yt − ηHP
t .

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
T∑

t=1

(yt − ηt)
2

♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t ♦❢ t❤❡ tr❡♥❞ t♦ t❤❡ s❡r✐❡s✱ ❛♥❞

T∑

t=3

((ηt − ηt−1)− (ηt−1 − ηt−2))
2

♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ tr❡♥❞✳ λ ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ♣❡♥❛❧✐s❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ tr❡♥❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ λ = 0✱ t❤❡♥ ηHP
t = yt ❛♥❞ ct = 0✳ ❇② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ λ, t❤❡

✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ tr❡♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝✉❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜❡❝♦♠❡s s♠♦♦t❤❡r✳ ❲❤❡♥ λ t❡♥❞s

t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ tr❡♥❞ t❡♥❞s t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ tr❡♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ❧♦❣ ❧✐♥❡❛r✳

✸✳✸ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❋✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❚✐♠❡

▲❡t yt ❜❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ yt ✐♥t♦ ❛ tr❡♥❞ ❛♥❞ ❛ ❝②❝❧✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥✲

❡♥t✳ ■♥ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ tr❡♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝②❝❧❡ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡

✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ tr❡♥❞ (ηt) ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

t✐♠❡✿

yt = ηt + ct

❚❤❡ tr❡♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ηt ✐s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝②❝❧✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ct ✐s t❤❡

r❡s✐❞✉❛❧ ✭s❡❡✱ ❈❛♥♦✈❛✱ ✶✾✾✽✮✳

✹ ❚❤❡ ▼❡t❤♦❞ ♦❢ ▼♦♠❡♥ts

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠♦♠❡♥t ✭●▼▼✮ ✭s❡❡✱ ▲✳ P✳ ❍❛♥s❡♥✱

✶✾✽✷❀ ❍❛❧❧✱ ✷✵✵✺✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❡①❛❝t❧② ❡q✉❛❧

t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞❀ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥str✉♠❡♥t ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧❀ ❛♥❞ t❤❡

✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❛tr✐① ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❛♥② ✐♥str✉♠❡♥ts ✇❤❡♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦✉r ♠♦✲

♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t r❡s✉❧ts t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛❧s♦ ❞♦ ♥♦t

✇❛♥t r❡s✉❧ts t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❛tr✐① ✉s❡❞✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✱

r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❡tr❡♥❞✐♥❣✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡ tr✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr✉❡

✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝

✽



♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤♦s❡ ❡st✐♠❛t♦rs ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r❀ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ❡♥t✐r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛s②♠♣✲

t♦t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠♦♠❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs ✇❤❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡

♥♦t ❞❡tr❡♥❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s st❛t✐♦♥❛r②✳

❚❤❡ ●▼▼ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦✈❡r ❡st✐♠❛t✲

♦rs s✉❝❤ ❛s ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱

❧❡t Yt ❜❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s❀ θ0 ⊂ R
k t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs❀

❛♥❞ g(.) t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r

❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧s✳ ▲❡t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

E [g(Yt, θ0)] = 0 ✭✼✮

❋♦r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ Θ

E [g(Yt, θ)] 6= 0 ∀θ ∈ Θ θ 6= θ0 ✭✽✮

■❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✼ ❛♥❞ ✽✮ ❤♦❧❞✱ t❤❡♥ θ0 ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳

✹✳✶ ❚❤❡ ▼♦♠❡♥t ❊st✐♠❛t♦r

✹✳✶✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

❚❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss {Yt}t≥1✳ ❚❤❡ ♠♦♠❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs

❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡t
1
T

∑T
t=1 g(Yt, θ) ❜❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠♦♠❡♥t✱ E [g(Yt, θ)] . ❚❤❡ ♠♦♠❡♥t ❡s✲

t✐♠❛t♦r θ̂T ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿

θ̂T = argmin
θ∈Θ

(
1

T

T∑

t=1

g(Yt, θ)

)′

WT

(
1

T

T∑

t=1

g(Yt, θ)

)
✭✾✮

✇❤❡r❡ WT ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡✲❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐①✭▲✳ P✳ ❍❛♥s❡♥✱ ✶✾✽✷✮✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✇✐❧❧ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ WT ✭s❡❡✱ ▲✳ P✳ ❍❛♥s❡♥✱ ✶✾✽✷✮✳ WT ✐s t❤❡r❡❢♦r❡

❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✳

❲❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❛✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ st❛t✐♦♥❛r② ❛t

t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

✾



✺ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❆♥❛❧②s✐s

✺✳✶ ❚❤❡ ❉❛t❛✲●❡♥❡r❛t✐♥❣ Pr♦❝❡ss

❖✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❇❈ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❤❛♥❞✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②

●✳ ❉✳ ❍❛♥s❡♥ ✭✶✾✽✺✮✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❤❛♥❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡rr♦rs✳

❲❡ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ●✳ ❉✳ ❍❛♥s❡♥ ✭✶✾✽✺✮ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r st♦❝❤❛st✐❝ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ tr❡♥❞s✳ ❚❤❡

♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ♣❧❛♥♥❡r s❡❧❡❝ts t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ct✱ ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧✱ kt+1✱ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡

E0

∑∞
t=0 β

t log(ct) s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ct + kt+1 = kα
t zt✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②

✐s yt = kα
t zt✱ ✇❤❡r❡ zt = exp(ζ × t)× exp(et)✱ et = ρet−1 + ut ❛♥❞ |ρ| ≤ 1✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡

ct = (1− αβ)ztk
α
t ✭✶✵✮

kt+1 = αβztk
α
t ✭✶✶✮

yt = ztk
α
t ✭✶✷✮

zt = exp(ζ × t)× exp(et) ✭✶✸✮

et = ρet−1 + ut ✭✶✹✮

zt ✐s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ ut ✐s ❛♥ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ut ∼ N(0, 1)✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛

❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ tr❡♥❞ ✇❤❡♥ ζ > 0, ❛♥❞ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ tr❡♥❞ ✇❤❡♥ ρ = 1. ❚❤❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡

zt ❛♥❞ et✳ ❚❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ s❤❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ α❀

t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r β❀ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ζ ❛♥❞ ρ✳

✺✳✷ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❚❡❝❤♥✐q✉❡

❚❤❡ ✈❡❝t♦rs c✱ y✱ ❛♥❞ k ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ 1000 t✐♠❡s✳ ❊❛❝❤ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥s T = 100 ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡

s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ α, β, ζ✱ ❛♥❞ ρ✳ ▼❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦rs

❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr✉❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r

t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s✳

❈❛s❡ ✶✿ ◆♦ ❚r❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❉❛t❛✲●❡♥❡r❛t✐♥❣ Pr♦❝❡ss ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ζ = 0✱ ρ = 0.5✱ β = 0.95,

α = 0.33✱ k0 = 1✱ e0 = 0 ❛♥❞ ut ∼ N(0, 1)✳

❈❛s❡ ✷✿ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❚r❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❉❛t❛✲●❡♥❡r❛t✐♥❣ Pr♦❝❡ss ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ζ = 0.0488✱

ρ = 0✱ β = 0.95, α = 0.33✱ k0 = 1✱ e0 = 0 ❛♥❞ ut ∼ N(0, 1)✳

✶✵



❈❛s❡ ✸✿ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❉❛t❛✲●❡♥❡r❛t✐♥❣ Pr♦❝❡ss ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ρ = 1✱ ζ = 0✱

β = 0.95, α = 0.33✱ k0 = 1✱ e0 = 0 ❛♥❞ ut ∼ N(0, 1)✳

❚♦ ❜✉✐❧❞ ♦✉r ♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ✉s❡ st❛t✐♦♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✮ ✐s ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✮ ✐s ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ z ❛♥❞ e✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✼✮ ❛♥❞ ✭✶✽✮ ❛r❡ ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✷✮✱ ✭✶✸✮ ❛♥❞

✭✶✹✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦ ut✳

✺✳✸ ▼♦♠❡♥t ❈♦♥❞✐t✐♦♥s

E (D [log(ct)]− log(1− αβ)−D [log(yt)]) = 0 ✭✶✺✮

E (D [log(kt+1)]− log(αβ)−D [log(yt)]) = 0 ✭✶✻✮

E ([D [log(yt)]− αD [log(kt)]− ζt]− ρ [D [log(yt−1)]− αD [log(kt−1)]− ζ(t− 1)]) = 0 ✭✶✼✮

{V ar ([D [log(yt)]− αD [log(kt)]− ζt]− ρ [D [log(yt−1)]− αD [log(kt−1)]− ζ(t− 1)])− 1} = 0

✭✶✽✮

❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦rD ✐s ❞❡✜♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛tD [x] = x ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❜✉✐❧t ✇✐t❤

r❛✇ ❞❛t❛❀ D [x] ✐s t❤❡ ❍P ✜❧t❡r ❝②❝❧✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢♦r x ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡

❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❍P✲✜❧t❡r❡❞ ❞❛t❛❀ D [x] ✐s t❤❡ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛t❛ x ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ♠♦♠❡♥t

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ✐♥ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡s❀ ❛♥❞ D [x] ✐s t❤❡ ❝②❝❧✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢♦r

t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡

❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s

✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸✳

✺✳✹ ❈♦♠♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❘❡s✉❧ts

❇❛s❡❞ ♦♥ ▼❙❊✶✱ ♦✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ❜❡tt❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ ♠♦♠❡♥t

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜✉✐❧t ✇✐t❤ r❛✇ ❞❛t❛✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞❛t❛✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❡①❤✐❜✐ts ❛

st♦❝❤❛st✐❝ tr❡♥❞✱ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ tr❡♥❞ ♦r ♥♦ tr❡♥❞✳ ❋✐❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❧♦s❡s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r✱ β✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

♣❛r❛♠❡t❡r✱ α✳ ❚❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

✶MSE(θ̂|θ) ≡ E

(
(θ̂ − θ)2

)
= Bias(θ̂)2 + V ar(θ̂).

✶✶



❚❛❜❧❡ ✶✿ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r❡s✉❧ts ✇✐t❤♦✉t ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ tr❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❈❛s❡ ✶✮
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❚r✉❡ ✈❛❧✉❡s ✭❝❛s❡ ✶✮ ✵✳✾✺ ✵✳✸✸ ✵ ✵✳✺
❊st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❛✇ ❞❛t❛

♠❡❛♥ ✵✳✾✺✾✵ ✵✳✸✷✻✾ ✲✵✳✵✵✵✷ ✵✳✺✻✾✺
st❞ ✵✳✵✶✸✹ ✵✳✵✵✹✻ ✵✳✵✵✹✵ ✵✳✵✶✸✹

▼❙❊ ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✺✵
❊st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

♠❡❛♥ ✶✳✵✵✹✼ ✵✳✹✾✼✻ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✹✹✵✵
st❞ ✵✳✵✵✾✻ ✵✳✵✵✹✽ ✵✳✵✵✵✺ ✵✳✵✶✹✵

▼❙❊ ✵✳✵✵✸✵ ✵✳✵✷✽✶ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✸✼
❊st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❍P✲✜❧t❡r❡❞ ❞❛t❛

♠❡❛♥ ✶✳✵✵✼✷ ✵✳✹✾✺✻ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✹✸✽✷
st❞ ✵✳✵✵✻✵ ✵✳✵✵✸✶ ✵✳✵✵✵✹ ✵✳✵✶✷✹

▼❙❊ ✵✳✵✵✸✸ ✵✳✵✷✼✹ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✸✾
❊st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡

♠❡❛♥ ✶✳✵✵✽✵ ✵✳✹✾✹✽ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✹✸✼✸
st❞ ✵✳✵✵✺✽ ✵✳✵✵✸✶ ✵✳✵✵✵✺ ✵✳✵✶✶✾

▼❙❊ ✵✳✵✵✸✹ ✵✳✵✷✼✶ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✹✵

◆♦t❡s✿ ❚❤✐s t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤♦s❡ ❡st✐♠❛t♦rs ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡
❡st✐♠❛t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✉s✐♥❣ r❛✇ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ❞❛t❛ ✭✐✳❡✳✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❍P✲✜❧t❡r❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✮✳ ❚❤❡ tr✉❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛♥② tr❡♥❞ ✭ζ = 0 ❛♥❞ ρ < 1❀ ❈❛s❡ ✶✮✳ ❚❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✇s ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ r❛✇ ❞❛t❛ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♦✉r
♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✺✳✺ ■♠♣✉❧s❡ ❘❡s♣♦♥s❡ ❋✉♥❝t✐♦♥

✺✳✺✳✶ ❚❤❡ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❖✉r ❙✐♠♣❧❡ ▼♦❞❡❧

❖✉r ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❤❛♥❞✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r s✐♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥s

✶✵ t♦ ✶✹ ✮ ❢♦r ρ = 1 ❛♥❞ ζ ≥ 0 ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

△et = ut ≡ Et

Zt = exp (ζ + Et)

Kt+1 = Zt (Kt)
α

Ct = Yt = Zt (Kt)
α

✇❤❡r❡ Zt ≡
zt

zt−1
; Kt ≡

kt
kt−1

;Ct ≡
ct

ct−1
; ❛♥❞ Yt ≡

yt
yt−1

.

✺✳✺✳✷ ❉✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦❢ ■♠♣✉❧s❡ ❘❡s♣♦♥s❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❉❡tr❡♥❞✐♥❣ ✭❈❛s❡ ✸✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦ss ❣r♦✇t❤ r❛t❡ (yt/yt−1) t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦✱

❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ r❛✇ ❛♥❞ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ❞❛t❛✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ ❛❧s♦ ♣❧♦ts t❤❡ tr✉❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ s❤♦❝❦✱ ❢♦r

✶✷



❚❛❜❧❡ ✷✿ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ tr❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❈❛s❡ ✷✮
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❚r✉❡ ✈❛❧✉❡s ✭❝❛s❡ ✷✮ ✵✳✾✺ ✵✳✸✸ ✵✳✵✹✽✽ ✵
❊st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❛✇ ❞❛t❛

♠❡❛♥ ✵✳✾✷✶✺ ✵✳✸✹✵✻ ✵✳✵✺✶✷ ✵✳✵✼✻✽
st❞ ✵✳✵✸✺✸ ✵✳✵✶✸✵ ✵✳✵✵✶✻ ✵✳✵✶✷✹

▼❙❊ ✵✳✵✵✷✵ ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✻✵
❊st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

♠❡❛♥ ✶✳✵✵✷✷ ✵✳✺✵✹✾ ✵✳✵✵✵✼ ✵✳✵✾✵✸
st❞ ✵✳✶✶✶✷ ✵✳✵✺✹✸ ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✹✺✼

▼❙❊ ✵✳✵✶✺✶ ✵✳✵✸✸✺ ✵✳✵✵✷✸ ✵✳✵✶✵✷
❊st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❍P✲✜❧t❡r❡❞ ❞❛t❛

♠❡❛♥ ✶✳✶✸✽✾ ✵✳✹✸✽✺ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✺✷✵
st❞ ✵✳✵✷✽✷ ✵✳✵✶✵✷ ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✻✶

▼❙❊ ✵✳✵✸✻✹ ✵✳✵✶✶✽ ✵✳✵✵✷✸ ✵✳✵✵✷✼
❊st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡

♠❡❛♥ ✶✳✶✼✹✼ ✵✳✹✷✸✺ ✲✵✳✵✵✵✼ ✵✳✵✻✶✸
st❞ ✵✳✵✺✵✸ ✵✳✵✶✽✸ ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✹✼

▼❙❊ ✵✳✵✺✸✵ ✵✳✵✵✾✵ ✵✳✵✵✷✹ ✵✳✵✵✸✼

◆♦t❡s✿ ❚❤✐s t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤♦s❡ ❡st✐♠❛t♦rs ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡
❡st✐♠❛t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✉s✐♥❣ r❛✇ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ❞❛t❛ ✭✐✳❡✳✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❍P✲✜❧t❡r❡❞ ❞❛t❛ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✮✳ ❚❤❡ tr✉❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❤❡r❡ ❞♦❡s ❞✐s♣❧❛② ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ tr❡♥❞ ✭ζ > 0, ❈❛s❡ ✷✮✳ ❚❤❡ tr✉❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✇s ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ r❛✇ ❞❛t❛ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♦✉r
♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ r❛✇ ❞❛t❛ ✐s t❤❡

s❛♠❡ ❛s t❤❡ tr✉❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡r✐♦✉s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

tr✉❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ❞❛t❛✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ tr✉❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❣r♦✇t❤ r❛t❡
(

yt−yt−1

yt−1
× 100

)
t♦ t❤❡ s❤♦❝❦✷ ✐s

✸✷✳✷✼ ✪ ✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❞❡tr❡♥❞❡❞✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ t♦ t❤❡ s❤♦❝❦

✐♥❝r❡❛s❡s t♦ ✺✶✳✶✸ ✪ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ s❤♦❝❦ ❧❛sts ❧♦♥❣❡r✳

❋✐❣✉r❡s ✷ ❛♥❞ ✸ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐♥ ❧❡✈❡❧✳

❖✉r ✜rst ✜♥❞✐♥❣ ✐s t❤❛t ♠♦♠❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡

✈❡r② ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r α ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r β t❤❛t ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝

♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❜♦t❤ ✇❡❛❦❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❞✉❡ t♦ ❞❡tr❡♥❞✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❡①♣❡❝t t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡

r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ❞❛t❛ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡

s✉❣❣❡st ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉s✐♥❣ r❛✇ ❞❛t❛✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ tr❡♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡

❞❛t❛✳

✷❚❤❡ tr✉❡ ❣r♦ss ❣r♦✇t❤ r❛t❡ (yt/yt−1) ✐s ✶✳✸✷✷✼✳

✶✸



❚❛❜❧❡ ✸✿ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ st♦❝❤❛st✐❝ tr❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❈❛s❡ ✸✮
P❛r❛♠❡t❡rs β α ζ ρ

❚r✉❡ ✈❛❧✉❡s ✭❝❛s❡ ✸✮ ✵✳✾✺ ✵✳✸✸ ✵ ✶
❊st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❛✇ ❞❛t❛

♠❡❛♥ ✵✳✾✼✷✵ ✵✳✸✷✷✼ ✵✳✵✶✼✷ ✶✳✵✶✺✺
st❞ ✵✳✵✷✾✶ ✵✳✵✵✾✸ ✵✳✵✺✵✹ ✵✳✵✷✹✻

▼❙❊ ✵✳✵✵✶✸ ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✷✽ ✵✳✵✵✵✽
❊st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

♠❡❛♥ ✵✳✾✼✽✸ ✵✳✺✶✶✸ ✲✵✳✵✷✵✵ ✶✳✵✵✺✸
st❞ ✵✳✵✷✵✷ ✵✳✵✶✵✹ ✵✳✵✷✹✽ ✵✳✵✷✹✵

▼❙❊ ✵✳✵✵✶✷ ✵✳✵✸✷✾ ✵✳✵✵✶✵ ✵✳✵✵✵✻
❊st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❍P✲✜❧t❡r❡❞ ❞❛t❛

♠❡❛♥ ✵✳✾✽✶✼ ✵✳✺✵✽✽ ✲✵✳✵✷✶✸ ✶✳✵✵✺✸
st❞ ✵✳✵✷✸✽ ✵✳✵✶✷✷ ✵✳✵✷✸✻ ✵✳✵✷✶✾

▼❙❊ ✵✳✵✵✶✺ ✵✳✵✸✷✶ ✵✳✵✵✶✵ ✵✳✵✵✵✺
❊st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡

♠❡❛♥ ✵✳✾✼✻✷ ✵✳✺✶✶✶ ✲✵✳✵✷✶✵ ✵✳✾✾✽✻
st❞ ✵✳✵✸✵✶ ✵✳✵✶✼✺ ✵✳✵✷✺✵ ✵✳✵✸✵✻

▼❙❊ ✵✳✵✵✶✺ ✵✳✵✸✸✶ ✵✳✵✵✶✵ ✵✳✵✵✵✾

◆♦t❡s✿ ❚❤✐s t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤♦s❡ ❡st✐♠❛t♦rs ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡
❡st✐♠❛t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✉s✐♥❣ r❛✇ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ❞❛t❛ ✭✐✳❡✳✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❍P✲✜❧t❡r❡❞ ❞❛t❛ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✮✳ ❚❤❡ tr✉❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❤❡r❡ ❞✐s♣❧❛②s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ tr❡♥❞ ✭ρ = 1✱ ❈❛s❡ ✸✮✳ ❚❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✇s ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ r❛✇ ❞❛t❛ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♦✉r
♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✻ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s

❚❤✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ ♦✉r s✉❣❣❡st✐♦♥ t♦ ✉s❡ r❛✇ ❞❛t❛ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ❞❛t❛

❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❉❙●❊ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇

❞❡tr❡♥❞✐♥❣ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ♠♦♥❡t❛r② s❤♦❝❦s✳ ❖✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s

❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆♠❛♥♦✱ ❆♠❜❧❡r ✫ ❘❡❜❡✐ ✭✷✵✵✼✮ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛ss❡ss t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❡✛❡❝t

♦❢ ♠♦♥❡t❛r② s✉♣♣❧② s❤♦❝❦s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s

t♦ s❤♦❝❦s ✐♥ t✇♦ ❝❛s❡s✿ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ r❛✇ ❞❛t❛❀ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ❞❛t❛✳

■♥ t❤✐s ❡❝♦♥♦♠②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ❣♦♦❞

♠❛r❦❡t✱ t❤❡r❡ ✐s ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❉✐①✐t ✫ ❙t✐❣❧✐t③ ✭✶✾✼✼✮✱ ♣r✐❝❡s ❛r❡ st✐❝❦②

✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❈❛❧✈♦ ✭✶✾✽✸✮✱ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡ts ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❛♣✐t❛❧

❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡✱ ❆♠❛♥♦✱ ❆♠❜❧❡r ✫ ❘❡❜❡✐✱ ✷✵✵✼❀ ▼❛♦ ❚❛❦♦♥❣♠♦✱ ✷✵✶✼✱ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳

✻✳✶ ❚❤❡ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s

❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❞❡r✐✈❡s ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❧❡✐s✉r❡✱ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❧ ♠♦♥❡② ❜❛❧❛♥❝❡s✳

❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❛♥ s❛✈❡ ❜② ❜✉②✐♥❣ ♦♥❡✲♣❡r✐♦❞ ♥♦♠✐♥❛❧ ❜♦♥❞s ♦r ❞✐r❡❝t❧② ❜② s❛✈✐♥❣

✶✹



❋✐❣✉r❡ ✶ ✿ ●r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦ss ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝t r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

Time

G
ro

w
th

 r
at

e

Growth rate due to productivity  shock

 

 

True value
Raw data

HP data
FD data
Polynomial function of time

◆♦t❡s✿ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ♣❧♦ts t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦ss ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦ss ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝t (yt/yt−1)✱ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
s❤♦❝❦✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ tr✉❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✏♦✑ ♠❛r❦❡rs s❤♦✇s t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ r❛✇ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍P✲✜❧t❡r❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✏✯✑
♠❛r❦❡rs ✐s t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✏2✑ ♠❛r❦❡rs ✐s t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣
❞❛t❛ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛✇ ❞❛t❛ ✐s s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❡ tr✉❡ ✐♠♣✉❧s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✉❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞
t❤❡ tr✉❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

♠♦♥❡②✳ ❚❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ s♦❧✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✿

maxE0

∞∑

t=0

βt

(
γ

γ − 1
ln

[
Ct

γ−1

γ + bt

(
Mt

Pt

) γ−1

γ

]
+ η ln(1− ht)

)

s✉❜❥❡❝t✸ t♦ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t

Ct +
Mt

Pt

+
Bt

PtRt

≤
Wt

Pt

ht +
Mt−1

πtPt−1

+
Bt−1

πtPt−1

+
Tt

Pt

+
Dt

Pt

✭✶✾✮

♣❧✉s ❛ s♦❧✈❡♥❝② ❝♦♥str❛✐♥t lim
l→∞

Et

{
βl
(

∧t+l

∧t

)
Bt+l+Mt+l

Pt+l

}
≥ 0 ✱ ✇❤❡r❡ E0 ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ 0✱ Ct t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♣❡r✐♦❞ t ❛♥❞ Mt ✐s

t❤❡ ♥❡t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝✉rr❡♥❝② ❤❡❧❞ ❜② t❤❡ ❛❣❡♥t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ t✳ Pt ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①

✸■♥ ♥♦♠✐♥❛❧ t❡r♠s✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s PtCt +Mt +
Bt

Rt
= Wtht +Mt−1 +Bt−1 + Tt +Dt

✶✺
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Impulse response function of gross domestic product

 

 

True IRF

IRF with FD filter

IRF with Raw data

IRF with Hp filter

IRF with Linear filter

No shock

◆♦t❡s✿ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ♣❧♦ts t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦ss ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝t y t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡
s❤♦✇s t❤❡ tr✉❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✏♦✑ ♠❛r❦❡rs s❤♦✇s t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ r❛✇ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞
❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍P✲✜❧t❡r❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✏✯✑ ♠❛r❦❡rs ✐s t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✏2✑ ♠❛r❦❡rs ✐s t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛✇ ❞❛t❛ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ tr✉❡ ✐♠♣✉❧s❡
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✉❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ tr✉❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡
❢✉♥❝t✐♦♥✳

❛t t✐♠❡ t✱ ❛♥❞ ht ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦✉rs ✇♦r❦❡❞✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r β ∈ (0, 1) ✐s ❛ s✉❜❥❡❝t✐✈❡

❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r❀ γ > 0 ✐s t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡s❀ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡r η > 0 ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦♥ ❧❡✐s✉r❡❀ ❛♥❞ bt ✐s ❛ ♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦✳ ❚❤❡ s❤♦❝❦ bt ❢♦❧❧♦✇s ❛♥

❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✹✳ Wt ✐s t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✇❛❣❡✱ Bt ✐s t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♦♥❡✲♣❡r✐♦❞ ♥♦♠✐♥❛❧ ❜♦♥❞s✱

Rt ✐s t❤❡ s❤♦rt✲ t❡r♠ ❣r♦ss ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♦♥ ❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ❜♦♥❞✱ Dt ✐s t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❞✐✈✐❞❡♥❞ r❡❝❡✐✈❡❞

❢r♦♠ ✜r♠s ❛♥❞ Tt ✐s t❤❡ ♠♦♥❡② tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦✳ ❚❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐s ❞❡♥♦t❡❞

❜② Pt✳

▲❡t ∧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❢♦r t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ✜rst✲♦r❞❡r

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✺ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ♠♦♥❡② ♣✉r❝❤❛s❡s ♦❢ ♦♥❡✲♣❡r✐♦❞ ❜♦♥❞ ❛♥❞ ❤♦✉rs ✇♦r❦❡❞✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

btCt

−1

γ

Ct

γ−1

γ + bt

(
Mt

Pt

) γ−1

γ

= ∧t ✭✷✵✮

✹log(bt) = (1− ρb) log(b) + ρb log(bt−1) + ǫbt
✺■t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ t✇♦ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ❜② ❞♦♠❡st✐❝ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① Pt(i) ✇❤❡♥ ✇r✐t✐♥❣ t❤❡

▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳

✶✻
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◆♦t❡s✿ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ♣❧♦ts t❤❡ ❞✐s♣❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr✉❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ t❤❡ ❣r♦ss ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝t t♦ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦
✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦ ❛♥❞ t❤❡ tr✉❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
s❤♦❝❦✮✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ tr✉❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛t ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✏♦✑ ♠❛r❦❡rs s❤♦✇s t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡
r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ r❛✇ ❞❛t❛✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ tr✉❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍P✲✜❧t❡r❡❞ ❞❛t❛✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ tr✉❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✏✯✑ ♠❛r❦❡rs ✐s t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡
r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ tr✉❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✏2✑ ♠❛r❦❡rs ✐s t❤❡
✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ tr✉❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

bt

(
Mt

Pt

)−1

γ

Ct

γ−1

γ + bt

(
Mt

Pt

) γ−1

γ

= ∧t − βEt

[
1

πt+1

∧t+1

]
✭✷✶✮

∧t

Rt

= βEt

[
1

πt+1

∧t+1

]
✭✷✷✮

η

1− ht

=
Wt

Pt

∧t ✭✷✸✮

✻✳✷ ❚❤❡ ❋✐♥❛❧ ●♦♦❞

❚❤❡r❡ ✐s ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ ♠❛r❦❡t✳ ❚❤✐s ♠❛r❦❡t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜r♠ t❤❛t ✉s❡s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞✳ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜r♠

♠❛①✐♠✐s❡s ✐ts ♣r♦✜t ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞✱ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜r♠ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✼



max
{Yt(i)}

PtYt −

∫ 1

0

Pt(i)Yt(i)di

s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

Yt =

(∫ 1

0

Yt(i)
θ−1

θ di

) θ
θ−1

✭✷✹✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ > 1✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Yt(i) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡

❣♦♦❞ i✳ ❚❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞

Yt(i) =

(
Pt(i)

Pt

)−θ

Yt

❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞

Pt =

(∫ 1

0

Pt(i)
1−θdi

) 1

1−θ

.

✻✳✸ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ●♦♦❞s

❚❤❡r❡ ✐s ❉✐①✐t ✫ ❙t✐❣❧✐t③ ✭✶✾✼✼✮ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ♠❛r❦❡t✳ ❆

❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ✜r♠s✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❧♦✇ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r✱ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✐♥t❡r✲

♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s✳ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✜r♠s s❡t ♣r✐❝❡s ✐♥ ❛ ❈❛❧✈♦ ✭✶✾✽✸✮ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❈❛❧✈♦

✭✶✾✽✸✮ ♣r✐❝❡ s❡tt✐♥❣✱ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ (1− d) ♦❢ ✜r♠s r❡s❡t t❤❡✐r ♣r✐❝❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ♦t❤❡rs ❦❡❡♣ t❤❡✐r ♣r✐❝❡s

✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

Pt =
[
d(Pt−1)

1−θ + (1− d)(P̃t)
1−θ
] 1

1−θ

✭✷✺✮

✇❤❡r❡ P̃t ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① s❡t ❜② ✜r♠s t❤❛t ❝❛♥ r❡❛❞❥✉st t❤❡✐r ♣r✐❝❡s ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t✳

✻✳✸✳✶ ❖♣t✐♠❛❧ Pr✐❝❡ ❙❡tt✐♥❣

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ∧ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❢♦r t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t

t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ✇❡❛❧t❤✳

❆ ✜r♠ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② i s♦❧✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿

max
{P̃t(i),ht(i)}

Et




∞∑

l=0

(dβ)l
(
∧t+l

∧t

)
(
P̃t(i)Yt+l(i)−Wt+lht+l(i)

)

Pt+l


 ,

s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲✜r♠ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

✶✽



Yt+l(i) = Aht+l(i)
1−α

❛♥❞ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞

Yt+l(i) =

(
P̃t(i)

Pt+l

)−θ

Yt+l. ✭✷✻✮

✇❤❡r❡ P̃t(i) ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ s❡t ❜② ✜r♠s i ✇❤❡♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❛❞❥✉st t❤❡ ♣r✐❝❡s ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t✱ ❆ ✐s

t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ Wt ✐s t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✇❛❣❡ r❛t❡✳ ▲❡tt✐♥❣ ξt+l(i) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡

♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ht+l(i) ❛♥❞ P̃t(i) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜②

Wt

Pt

= ξt(i)(1− α)
Yt(i)

ht(i)
✭✷✼✮

P̃t(i) =

(
θ

θ − 1

) Et

∑∞
l=0(dβ)

l
(

∧t+l

∧t

)
ξt+l(i)Yt+l(i)

Et

∑∞
l=0(dβ)

l
(

∧t+l

∧t

)(
Yt+l(i)

Pt+l

) ✭✷✽✮

✻✳✹ ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥

❆❧❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✜r♠s t❤❛t ❝❛♥ r❡s❡t t❤❡✐r ♣r✐❝❡s ❢❛❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ s♦❧✈❡ t❤❡ s❛♠❡

♣r♦❜❧❡♠❀ t❤✉s✱ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡✐r ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✭P̃t(i) = P̃t ✮✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ t✇♦

s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s

Y s
t =

∫ 1

0

Yt(i)di = Y d
t

∫ 1

0

(
Pt(i)

Pt

)−θ

di = Y d
t


d
(
Pt−1

Pt

)−θ

+ (1− d)

(
P̃t

Pt

)−θ

 ✭✷✾✮

✇❤❡r❡ Y s
t st❛♥❞s ❢♦r ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ s✉♣♣❧② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ Y d

t ❢♦r ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❞❡♠❛♥❞✳ ❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞

❞❡♠❛♥❞ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜②

Y d
t = Ct. ✭✸✵✮

❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧② ❛s

Y s
t =

∫ 1

0

Yt(i)di = Y s
t =

∫ 1

0

Ath
1−α
t (i)di = At

[∫ 1

0

h1−α
t (i)di

] 1−α
1−α

t❤❛t ✐s

Y s
t = Ath

1−α
t ✭✸✶✮

✶✾



✇❤❡r❡

ht =

[∫ 1

0

h1−α
t (i)di

] 1

1−α

. ✭✸✷✮

❖✉r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

mt = Mt/Pt ✱ p̃t = P̃t/Pt✱ πt = Pt/Pt−1 ✱ wt = Wt/Pt ✱ trt = Tt/Pt

✻✳✺ ❚❤❡ ▼♦♥❡t❛r② P♦❧✐❝②

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♠♦♥❡② s✉♣♣❧② ❢♦❧❧♦✇ ❛♥ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✿

log(µt) = (1− ρµ) log(µ) + ρµ log(µt−1) + ǫµt

✇❤❡r❡ ǫµt ✐s ❛♥ ✐✳✐✳❞ s❤♦❝❦ s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ♠♦♥❡② s✉♣♣❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t♦ ❤❛✈❡ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞

✈❛r✐❛♥❝❡ σµ✳ ❚❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡② s✉♣♣❧② ❛t t✐♠❡ t ✐s µt = Mt/Mt−1✱ ❛♥❞ µ ✐s t❤❡ ❣r♦✇t❤

r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡② s✉♣♣❧② ✐♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✳

❚❤❡ ♠♦♥❡② tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❦ t♦ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Mt+1 −Mt = Tt

✻✳✻ ❚❤❡ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❖✉r ●❡♥❡r❛❧ ❉❙●❊ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Ct ✐s

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ Mt t❤❡ ♥❡t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝✉rr❡♥❝②✱ Pt ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①✱ ht ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦✉rs

✇♦r❦❡❞✱ Wt ✐s t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✇❛❣❡✱ Rt ✐s t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ❣r♦ss ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♦♥ ❛ ♦♥❡✲♣❡r✐♦❞ ♥♦♠✐♥❛❧

❜♦♥❞ ❛♥❞ Tt ✐s t❤❡ ❧✉♠♣✲s✉♠ tr❛♥s❢❡r✳ ξt ✐s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ∧t ✐s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ✇❡❛❧t❤✱ Y s
t ✐s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ s✉♣♣❧② ❛♥❞ Y d

t

r❡♣r❡s❡♥ts ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ǫµt ✐s ❛♥ ✐✳✐✳❞ s❤♦❝❦ s♣❡❝✐✜❝ t♦ ♠♦♥❡② s✉♣♣❧② ✇✐t❤ ③❡r♦

♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ σµ✳ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ♥♦ s✉❜s❝r✐♣t r❡♣r❡s❡♥t st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✸✮

❛♥❞ ✭✸✺✮ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥❀ ✭✸✹✮ ✐s t❤❡ ♠♦♥❡② ❞❡♠❛♥❞❀ ✭✸✻✮ ✐s t❤❡ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧②❀ ✭✸✼✮ ✐s

t❤❡ ♣r✐❝❡ s❡t ❜② ✜r♠s t❤❛t ❝❛♥ r❡s❡t t❤❡✐r ♣r✐❝❡s❀ ✭✸✽✮ ✐s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ♣r✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②❀ ✭✸✾✮

✐s t❤❡ ❧❛❜♦✉r ❞❡♠❛♥❞❀ ✭✹✵✮ ✐s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡② s✉♣♣❧②❀ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✶✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡

❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ s✉♣♣❧② ♦❢ ❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡ s❤♦rt r✉♥✳

❍♦✉s❡❤♦❧❞
btCt

−1

γ

Ct

γ−1

γ + bt

(
Mt

Pt

) γ−1

γ

= ∧t ✭✸✸✮

✷✵



bt

(
Mt

Pt

)−1

γ

Ct

γ−1

γ + bt

(
Mt

Pt

) γ−1

γ

= ∧t − βEt

[
1

πt+1

∧t+1

]
✭✸✹✮

∧t

Rt

= βEt

[
1

πt+1

∧t+1

]
✭✸✺✮

η

1− ht

=
Wt

Pt

∧t ✭✸✻✮

Pr✐❝❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ✜r♠s

P̃t =

(
θ

θ − 1

) Et

∑∞
l=0(dβ)

l
(

∧t+l

∧t

)
ξt+lYt+l

Et

∑∞
l=0(dβ)

l
(

∧t+l

∧t

)(
Yt+l

Pt+l

) ✭✸✼✮

Pt =
[
d(Pt−1)

1−θ + (1− d)(P̃t)
1−θ
] 1

1−θ

✭✸✽✮

ht
Wt

Pt

= ξt(1− α)Yt ✭✸✾✮

▼♦♥❡t❛r② ❛✉t❤♦r✐t②

log(µt) = (1− ρµ) log(µ) + ρµ log(µt−1) + ǫµt ✭✹✵✮

µt = Mt/Mt−1

Mt+t −Mt = Tt

❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥

Y s
t = Y d

t


d
(
Pt−1

Pt

)−θ

+ (1− d)

(
P̃t

Pt

)−θ

 ✭✹✶✮

Y d
t = Ct ❛♥❞ Y s

t = Ath
1−α
t

✻✳✼ ❊st✐♠❛t✐♦♥

✻✳✼✳✶ ▼♦♠❡♥t ❈♦♥❞✐t✐♦♥s

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✱ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛t

t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ t❤❡ ❉❙●❊ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡

✷✶



♦t❤❡rs ✭s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ▲✳ ❈❤r✐st✐❛♥♦✱ ❊✐❝❤❡♥❜❛✉♠ ✫ ❘❡❜❡❧♦✱ ✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡

❝❤♦♦s❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐♥❝❧✉❞❡s Θ = {γ, µ, ρµ, σµ} . ❋♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ✉s t♦

❡st✐♠❛t❡ γ✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✹✮ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✸✮ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ r❡s✉❧t ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✺✮

t♦ ♦❜t❛✐♥ (
Mt

PtCt

)− 1

γ

= 1−
1

Rt

. ✭✹✷✮

❲❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✷✮ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

E

[
−
1

γ
log

(
Mt

PtCt

)
− log

(
1−

1

Rt

)]
= 0 ✭✹✸✮

❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❜r❛❝❦❡ts ♦❜✈✐♦✉s❧② ❡①✐sts✳ ❖✉r ♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡

❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② t❤♦s❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ µ, ρµ ❛♥❞ σµ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

E [log(µt+1)− log(µt)− log(µ)] = 0 ✭✹✹✮

E [(log(µt+1)− log(µ))− ρµ (log(µt)− log(µ))] = 0 ✭✹✺✮

{
V ar [(log(µt+1)− log(µ))− ρµ (log(µt)− log(µ))]− σ2

µ

}
= 0 ✭✹✻✮

✻✳✼✳✷ ▼♦♠❡♥t ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❯s✐♥❣ ❋✐rst ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❉❛t❛ ❛♥❞ ❍P✲❋✐❧t❡r❡❞ ❉❛t❛

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ❛r❡ M ✱ P, C, ❛♥❞ W. ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✜❧t❡r t♦

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✷✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✿

E

[
−
1

γ

(
△ log

(
Mt

PtCt

))
−△ log

(
1−

1

Rt

)]
= 0 ✭✹✼✮

✇❤❡r❡❛s ❢♦r t❤❡ ❍P ✜❧t❡r✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❜❡❝♦♠❡s

E

[
−
1

γ

(
hp log

(
Mt

PtCt

))
− hp log

(
1−

1

Rt

)]
= 0 ✭✹✽✮

✇❤❡r❡ hp(x) st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝②❝❧✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❍P ✜❧t❡r ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✳ ❖t❤❡r ♠♦♠❡♥ts

r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡✳ ❋✐rst✱ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ tr❡♥❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ tr❡♥❞

♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
(

Mt

PtCt

)
✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛r❡ r❡♠♦✈✐♥❣ ❛ tr❡♥❞ t❤❛t ❞♦❡s

♥♦t ❡①✐st✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❛r❡ r❡♠♦✈✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛t ♠❛② ✇❡❛❦❡♥ t❤❡

✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✷✷



✻✳✽ ❉❛t❛

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s q✉❛rt❡r❧② ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✶✾✼✼✿■ t♦ ✷✵✶✺✿■✳ Ct r❡♣r❡s❡♥ts ♣❡rs♦♥❛❧

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s✱ ht r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❛t❡✱ Pt ✐s t❤❡ ●❉P ❞❡✢❛t♦r✱ Mt ✐s M1✱

Wt r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇❛❣❡ ❛♥❞ s❛❧❛r② ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡s ❛♥❞ Rt ✐s t❤❡ ❣r♦ss ❢❡❞❡r❛❧ ❢✉♥❞s

r❛t❡✳ ❚❤❡ s❡r✐❡s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦ ♦❢ ❙t✳ ▲♦✉✐s✳

✻✳✾ ❈❛❧✐❜r❛t❡❞ ❛♥❞ ❊st✐♠❛t❡❞ P❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s Ω = {d, α, η, θ, β} . ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦ ♣r✐❝❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t✱ d✱

✐s s❡t ❛t 0.75✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ r❡♠❛✐♥s ✜①❡❞ ❢♦r ❢♦✉r q✉❛rt❡rs✳ ❚❤❡ ❧❛❜♦✉r

s❤❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ (1−α) ✐s s❡t ❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✻✻✼✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦♥ ❧❡✐s✉r❡✱

η, ✐s s❡t ❛t ✷✳✻✼✳ ❚❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞✱ θ✱ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❛t

✷✳✾✺❀ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r β ✐s s❡t ❛t ✵✳✾✺✳

❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✭✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✭✺✮

❚❛❜❧❡ ✹✿ ▼♦❞❡❧ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

d ✵✳✼✺ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦ ♣r✐❝❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✭❆♠❛♥♦✱ ❆♠❜❧❡r ✫ ❘❡❜❡✐✱ ✷✵✵✼✮

✭✜r♠s ❛❞❥✉st ♣r✐❝❡ ❛❢t❡r t❤r❡❡ q✉❛rt❡rs✮

1− α ✵✳✻✻✼ ▲❛❜♦✉r s❤❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

η ✷✳✻✼ ▲❡✐s✉r❡ ✇❡✐❣❤t

θ ✷✳✾✺ ❊❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞

β ✵✳✾✺ ❉✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r

◆♦t❡s✿ ❚❤✐s t❛❜❧❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✳

❚❛❜❧❡ ✺✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs
P❛r❛♠❡t❡rs γ µ ρµ σ2

µ

❙t❛t✐♦♥❛r② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❛✇ ❞❛t❛
✵✳✵✻✻✻✯✯✯ ✶✳✵✵✵✻✯✯✯ ✵✳✽✶✽✺✯✯✯ ✵✳✵✵✵✷✯✯✯
✭✵✳✵✶✾✹✮ ✭✵✳✵✵✵✵✮ ✭✵✳✵✶✵✼✮ ✭✵✳✵✵✵✵✮

❉❛t❛ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✵✳✸✾✷✾ ✶✳✵✵✵✶✯✯✯ ✵✳✽✶✼✻ ✵✳✵✵✵✸
✭✵✳✷✾✷✷✮ ✭✵✳✵✵✶✸✮ ✭✻✺✳✶✽✻✮ ✭✵✳✵✷✻✺✮

❍P✲✜❧t❡r❡❞ ❞❛t❛
✵✳✵✾✻✸ ✶✳✵✵✵✵✯✯✯ ✶✳✵✶✻✷ ✵✳✵✵✵✶
✭✶✹✷✹✾✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✵✵✮ ✭✶✼✺✶✳✶✮ ✭✵✳✸✶✻✾✮

◆♦t❡s✿ ❚❤✐s t❛❜❧❡ r❡♣♦rts t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ r❛✇ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ❍P✲✜❧t❡r❡❞
❞❛t❛ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛r❡ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✳
✯✯✯✿ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ✶✪ ❀ ✯✯✿ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ✺✪ ❀ ✯✿ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ✶✵✪ ✳
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✻✳✶✵ ■♠♣✉❧s❡ ❘❡s♣♦♥s❡ ❋✉♥❝t✐♦♥

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❉②♥❛r❡ ❢♦r ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭s❡❡✱

❈♦❧❧❛r❞ ✫ ❏✉✐❧❧❛r❞✱ ✷✵✵✶❀ ❙❝❤♠✐tt✲●r♦❤é ✫ ❯r✐❜❡✱ ✷✵✵✹❀ ❏✉❞❞✱ ✶✾✾✽✱ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t

t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❛ ♠♦♥❡t❛r② s❤♦❝❦✱ ❡st✐♠❛t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✉s✐♥❣ r❛✇ ❞❛t❛ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✮✱

❞❛t❛ ✐♥ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✮ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❍P ✜❧t❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✻✮✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ r❛✇ ❞❛t❛ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ r❡♣♦rt❡❞

✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♣r✐❝❡ r✐❣✐❞✐t②✱ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ✇❛❣❡s r❡❛❝t

♣♦s✐t✐✈❡❧② t♦ ❛ ♠♦♥❡② s✉♣♣❧② s❤♦❝❦ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ❞❛t❛ t♦ ❡st✐♠❛t❡

t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✇❤❛t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ t❤❡

❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✮ ♦r ❞❛t❛ ✜❧t❡r❡❞

✉s✐♥❣ t❤❡ ❍P ✜❧t❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✻✮✱ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❡❛❝ts ♥❡❣❛t✐✈❡❧② t♦ ♠♦♥❡t❛r② ❡①♣❛♥s✐♦♥✳

❚❤❡ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡❞ r❡s♣♦♥s❡s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ✜❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✜❧t❡r ✭❋✐❣✉r❡

✺✮ ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ, ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s

t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ♠♦♥❡② ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣

r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛ ❛r❡ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍P ✜❧t❡r ♠❛② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝②

♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ρµ✱ ✇❤✐❝❤

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② s❤♦❝❦✳

❋✐❣✉r❡ ✹ ✿ ■♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛✇ ❞❛t❛
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◆♦t❡s✿ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ♣❧♦ts t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❤♦✉rs✱ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ ✇❛❣❡s ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦✱
❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ r❛✇ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❡s♣♦♥❞s ♣♦s✐t✐✈❡❧② t♦ t❤❡
♣♦s✐t✐✈❡ ♠♦♥❡t❛r② s❤♦❝❦✳
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◆♦t❡s✿ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ♣❧♦ts t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❤♦✉rs✱ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ ✇❛❣❡s ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦✱
❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ✐♥ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
♥♦✇ r❡s♣♦♥❞s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② s❤♦❝❦✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r ❞✐❞ ♥♦t ❦♥♦✇ ❛ ♣r✐♦r✐ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝② t♦
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✮ ♦r t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r ✐s t❡st✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤ ♥♦ ❛ ♣r✐♦r✐ r❡s✉❧t✳
❉❡tr❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡❢♦r❡ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛ s❡r✐♦✉s❧② ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ ♣♦❧✐❝② r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥✳
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◆♦t❡s✿ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ♣❧♦ts t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❤♦✉rs✱ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✱ ✇❛❣❡s ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝② s❤♦❝❦✱
❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❍P✲✜❧t❡r❡❞ ❞❛t❛✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❡s♣♦♥❞s
♥❡❣❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② s❤♦❝❦✳ ❉❡tr❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡❢♦r❡ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ ♣♦❧✐❝② r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥✳

■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r ✇✐❧❧ q✉❡st✐♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧

❣♦❡s ❛❣❛✐♥st ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ ♥❡✇ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥

❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ r❡s✉❧ts t❤❛t ❣♦ ❛❣❛✐♥st

❡①✐st✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥t❡①t ✐s ❛❞❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭❡✳❣✳✱ ▲✳ ❈❤r✐st✐❛♥♦✱

❊✐❝❤❡♥❜❛✉♠ ✫ ❘❡❜❡❧♦ ✭✷✵✶✶✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s♣❡♥❞✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡

✭❝❧♦s❡ t♦ ❢♦✉r✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ③❡r♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❝♦♥t❡①t ✐s ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉❙●❊ ♠♦❞❡❧✮✳ ■❢ ❛ r❡s❡❛r❝❤❡r

❛❞❞s t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛ ♥❡✇ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ♠❛❦❡s ❤✐♠ ♦r ❤❡r ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ♠♦♥❡t❛r② ❡①♣❛♥s✐♦♥

✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ✐❢ t❤❛t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t t❤❡

r❡s❡❛r❝❤❡r ❡①♣❡❝ts✱ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r ♠❛② r❡❛❝❤ ❛ s❡r✐♦✉s❧② ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♠❛✐♥

❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❞❛t❛ ❛r❡ ❞❡tr❡♥❞❡❞✳
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✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♠♦♠❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs ❢♦r ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❛② ♥♦t ❜❡

❛❝❝✉r❛t❡ ✇❤❡♥ ♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ ❞❡tr❡♥❞❡❞ ❞❛t❛✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✉s✐♥❣ ❞❡tr❡♥❞

❞❛t❛ ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❑❡②♥❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝r❡❛t❡ s❡r✐♦✉s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr✉❡

✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ s✉❣❣❡st ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡

♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉s✐♥❣ r❛✇ ❞❛t❛✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ tr❡♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧

❛♥❛❧②s✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛❧s♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❞❡tr❡♥❞✐♥❣ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛ s❡r✐♦✉s❧②

♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ♠♦♥❡t❛r② s✉♣♣❧② s❤♦❝❦s✳
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❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡②✱ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ❇❛♥❦✐♥❣ ✱ ✸✾ ✭✼✮✱ ✶✽✷✶✕✶✽✸✽✳

❇✉r♥s✐❞❡✱ ❈✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❉❡tr❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ❢❛❝ts✿ ❆ ❝♦♠♠❡♥t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r②

❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✹✶ ✭✸✮✱ ✺✶✸✕✺✸✷✳

❈❛❧✈♦✱ ●✳ ❆✳ ✭✶✾✽✸✮✳ ❙t❛❣❣❡r❡❞ ♣r✐❝❡s ✐♥ ❛ ✉t✐❧✐t②✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ♠♦♥❡t❛r②

❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✷ ✭✸✮✱ ✸✽✸✕✸✾✽✳

❈❛♥♦✈❛✱ ❋✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❉❡tr❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ❢❛❝ts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✹✶ ✭✸✮✱

✹✼✺✕✺✶✷✳

❈❤r✐st✐❛♥♦✱ ▲✳✱ ❊✐❝❤❡♥❜❛✉♠✱ ▼✳ ✫ ❘❡❜❡❧♦✱ ❙✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❲❤❡♥ ✐s t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s♣❡♥❞✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r

❧❛r❣❡❄ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ✱ ✶✶✾ ✭✶✮✱ ✼✽✕✶✷✶✳

❈❤r✐st✐❛♥♦✱ ▲✳ ❏✳ ✫ ❉❡♥ ❍❛❛♥✱ ❲✳ ❏✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❙♠❛❧❧✲s❛♠♣❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣♠♠ ❢♦r ❜✉s✐♥❡ss✲❝②❝❧❡

❛♥❛❧②s✐s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ✫ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✶✹ ✭✸✮✱ ✸✵✾✕✸✷✼✳

❈❤r✐st✐❛♥♦✱ ▲✳ ❏✳ ✫ ❊✐❝❤❡♥❜❛✉♠✱ ▼✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ❈✉rr❡♥t r❡❛❧✲❜✉s✐♥❡ss✲❝②❝❧❡ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡

❧❛❜♦r✲♠❛r❦❡t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✱ ✹✸✵✕✹✺✵✳

❈♦❣❧❡②✱ ❚✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♠♦❞❡❧s ✇❤❡♥ t❤❡ tr❡♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ✱ ✷✺ ✭✶✵✮✱ ✶✹✽✺✕✶✺✷✺✳

❈♦❧❧❛r❞✱ ❋✳ ✫ ❏✉✐❧❧❛r❞✱ ▼✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❆ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r t❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢

st♦❝❤❛st✐❝ ❢♦r✇❛r❞✲❧♦♦❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤✐❧❧✐♣s ❝✉r✈❡ ♠♦❞❡❧✳ ❈♦♠✲

♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✼ ✭✷✲✸✮✱ ✶✷✺✕✶✸✾✳

❉❡❧ ◆❡❣r♦✱ ▼✳✱ ❙❝❤♦r❢❤❡✐❞❡✱ ❋✳✱ ❙♠❡ts✱ ❋✳ ✫ ❲♦✉t❡rs✱ ❘✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❖♥ t❤❡ ✜t ♦❢ ♥❡✇ ❦❡②♥❡s✐❛♥

♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ✫ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✷✺ ✭✷✮✱ ✶✷✸✕✶✹✸✳

❉✐①✐t✱ ❆✳ ❑✳ ✫ ❙t✐❣❧✐t③✱ ❏✳ ❊✳ ✭✶✾✼✼✮✳ ▼♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✉♠ ♣r♦❞✉❝t ❞✐✈❡rs✐t②✳

❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✱ ✷✾✼✕✸✵✽✳

❉r❛✉t③❜✉r❣✱ ❚✳ ✫ ❯❤❧✐❣✱ ❍✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❋✐s❝❛❧ st✐♠✉❧✉s ❛♥❞ ❞✐st♦rt✐♦♥❛r② t❛①❛t✐♦♥ ✭❚❡❝❤✳ ❘❡♣✳✮✳

◆❛t✐♦♥❛❧ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡s❡❛r❝❤✳

●♦r♦❞♥✐❝❤❡♥❦♦✱ ❨✳ ✫ ◆❣✱ ❙✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞s❣❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣❡rs✐st❡♥t✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✺✼ ✭✸✮✱ ✸✷✺✕✸✹✵✳

❍❛❧❧✱ ❆✳ ❘✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠♦♠❡♥ts✳ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss ❖①❢♦r❞✳
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❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡②✱ ❝r❡❞✐t✱ ❛♥❞ ❇❛♥❦✐♥❣ ✱ ✶✕✶✻✳
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