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♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦♥str❛✐♥ts ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ❡rr♦rs ✭❲✐❧♠♦✉t❤✱
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❝♦rr❡❝t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② tr❡♥❞s ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ❇❡❧❧ ✭✶✾✾✼✮ s❤♦✇❡❞ t❤❡
♥❡❝❡ss✐t② t♦ ❝♦rr❡❝t s✉❝❤ ❛ ❜✉♠♣ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡rst✇❤✐❧❡ ✐♥ ❯❙❆ ✐♥ ✶✾✶✽✳

■♥ ✜♥❛❧✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡s✉♠❡ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❛t ✻✵
❛♥❞ ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ❧✐❢❡ ❛♥♥✉✐t✐❡s ♣r✐❝✐♥❣✳

✷ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②

✷✳✶ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦♥ ❈♦❤♦rt ❡✛❡❝t ✐♥ ♠♦rt❛❧✐t② ❢♦r❡❝❛st✐♥❣

❆❧♠♦st ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ♠♦rt❛❧✐t② ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡♥t
②❡❛rs ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❘♦❧❛♥❞ ❧❡❡ ❛♥❞ ▲❛✇r❡♥❝❡ ❈❛rt❡r
✐♥ ✶✾✾✷ ✭▲❡❡ ❛♥❞ ❈❛rt❡r✱ ✶✾✾✷✮✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛✐♠s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠
♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡❛t❤ r❛t❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛❣❡ ✭①✮ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ②❡❛r ✭t✮ uxt✐♥ t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

ln(µxt) = αx + βx ∗ κt + ξxt ✭✶✮

❋♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡ x∈[X1, ..., Xn]✱ αx ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ln(µxt) t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ✭T1 − Tp✮✿

αx = ln(

Tn
∏

t=T1

(µxt))
1

(Tn−T1)

❛ s✐♠♣❧❡ ❛r✐t❤♠❡t✐q✉❡ ♠❡❛♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞✿ ✭✮

αx =
1

p

p
∑

t=1

ln(µxt)

❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♠❛tr✐① ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ✈❡❝t♦rs r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ♠♦r✲
t❛❧✐t② ✐♥❞❡① ✭κt✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡s t♦ t❤❡ t✐♠❡ ♠♦rt❛❧✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭βx✮✿

ln(µxt)− αx≈β̂x ∗ κ̂t

✇✐t❤ ❛s ❛ ❝♦♥str❛✐♥ts✿
∑Xn

x=X1
βx = 1 ❛♥❞

∑Tp

t=T1
κt = 0✳

✷



✐♥ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ✭✭▲❡❡ ❛♥❞ ❈❛rt❡r✱ ✶✾✾✷✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ t✇♦ st❛❣❡s ❞❡❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♠❛tr✐① ❜② ❙❱❉ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜②
♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♠❛tr✐① ln(µxt)−αx❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✲

✉❝t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✈❡❝t♦rs β̂x❛♥❞ κ̂t♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦ss❡s✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
✐s ✇r✐tt❡♥ ❜②✿

minS =

n,p
∑

x=0,t=1

[ln(µxt)− αx✲β̂x ∗ κ̂t]
2

❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❧❡❛❞s t♦ s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❛t❤s✳
❋♦r t❤✐s✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ st❛❣❡✱ β̂x❛♥❞ κ̂t❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞❡❛t❤s ❛t ❡✈❡r② ②❡❛r ✭t✮✳ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡♥✿

minS =
∑

pn
∑

t=1x=0

[exp(αx + β̂x ∗ κ̂t)Lxt −Dxt]
2

✇❤❡r❡ Dxt✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❛t❤s ❛t ❛❣❡ ① ❛♥❞ t✐♠❡ t✱ ❛♥❞ Lxt✐s t❤❡ ❞❡❛t❤ ❡①♣♦s✉r❡
t♦ t❤❡ ❞❡❛t❤ r✐sq✉❡ ❛t ❛❣❡ ① ❛♥❞ t✐♠❡ t✳

❲✐❧♠♦t❤ ✭✶✾✾✸✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♦♥❡ st❛❣❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❲❡✐❣❤❡❞ ▲❡❛st
❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦rs✳

minS =

n,p
∑

x=0,t=1

Wxt[ln(µxt)− αx✲β̂x ∗ κ̂t]
2

❚❤❡ ✇❡✐❣❤t Wxt ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❛t❤ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ① ❛♥❞ t Dxt✳

❚❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧s♦ t♦ r❡✲❡st✐♠❛t❡ αx❜② t❤❡ s❛♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛s β̂x❛♥❞ κ̂t

❛♥❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥ ♦✈❡r t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ln(µxt) ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ✈❛❧✉❡✳

❘❡♥s❤❛✇ ❛♥❞ ❍❛❜❡r♠❛♥ ✭✷✵✵✻✮ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ▲❈ ♠♦❞❡❧ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❝♦❤♦rt ❈♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❛t
❣❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✿

ln(µxt) = αx + β(1)
x ∗ κt + β(2)

x ∗ γt−x + ξxt ✭✷✮

❈✉rr✐❡ ✭✷✵✵✻✮ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✷✮ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛s ❛ ❝♦♥str❛✐♥ts✿ β
(1)
0 = β

(1)
1 = ... = β

(1)
Xn

= 1
n

❛♥❞ β
(2)
0 = β

(2)
1 = ... = β

(2)
Xn

= 1
n
✳ ❚❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛✿

ln(µxt) = αx +
1

n
κt +

1

n
γt−x + ξxt ✭✸✮

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❆❣❡✲P❡r✐♦❞✲❈♦❤♦rt ♠♦❞❡❧ ✭❆P❈✮✳

❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✷✮ t♦ ♠♦❞❡❧ ✭✸✮ ✇❛s ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✿

β(1)
x = β(2)

x =
1

n
✭✹✮

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t♦ ♠♦❞✐❢② s♦♠❡❤♦✇ t✇♦ ♦t❤❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✿

Xn
∑

x=X1

β(1)
x =

Xn
∑

x=X1

β(2)
x = 1 ✭✺✮

✸



■♥ ✜rst✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❢♦✉r ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ✭✶✾✼✼ ✲ ✷✵✶✵✮✳ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦❥❡❝t t❤❡
r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✷✵✶✶✲✷✵✶✷✲✷✵✶✸ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ✿ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧✳

✸ ❉❛t❛

❚❤❡ ✜rst ❆❧❣❡r✐❛♥ ❧✐❢❡✲t❛❜❧❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝✐✈✐❧ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ✶✾✼✼
❜② ❚❤❡ ❆❧❣❡r✐❛♥ ♦✣❝❡ ❢♦r ◆❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s ✭❖◆❙✮✳ ■♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ✐t ✇❛s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♥s✉r❡
❛♥ ❛♥♥✉❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ st❛t✐st✐❝s✳ ■t ❜❡❝♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ ✶✾✾✽✳ ❙♦✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡
❝❛❧❡♥❞❛r ②❡❛rs ♠✐ss✐♥❣ ❧✐❢❡✲t❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✼✼ ✲ ✶✾✾✼✳ ❚❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ②❡❛rs ✇❡r❡✿ ✶✾✼✾✱
✶✾✽✹✱ ✶✾✽✻✱ ✶✾✽✽✱ ✶✾✾✵✱ ✶✾✾✷ ❛♥❞ ✶✾✾✼✳ ❆❧s♦✱ ❙♦♠❡ ❧✐❢❡ t❛❜❧❡s ✇❡r❡ ❝❧♦s❡❞✲♦✉t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♦♣❡♥
❛❣❡ ❣r♦✉♣ ❬✽✵ ❛♥❞ ✰❬✳ ❋♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✽✸✲✶✾✽✼✱ t❤❡ ❝❧♦s✐♥❣ ❛❣❡ ✇❛s ❬✼✵ ❛♥❞ ✰❬✳ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞
✶✾✾✸✲✶✾✾✻✱ t❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❧✐❢❡✲t❛❜❧❡s ✇❡r❡ ❝❧♦s❡❞✲♦✉t ❛t t❤❡ ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ❬✼✺ ❛♥❞ ✰❬✳ ❋♦r t❤❡ r❡st✱
✐t ✇❛s ❬✽✵ ❛♥❞ ✰❬ ♦r ❤✐❣❤❡r✳

▼♦rt❛❧✐t② ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♥❡❡❞s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♠♦rt❛❧✐t② ❞❛t❛ ❡①✲
♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ♠♦rt❛❧✐t② s✉r❢❛❝❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❛t✱ ✐t ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡
❆❧❣❡r✐❛♥ ♠♦rt❛❧✐t② s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ✭❋❧✐❝✐✱ ✷✵✶✹✲❜✮✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❞♦ t❤✐s ❜② ✉s✐♥❣
❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ▲❡❡ ❈❛rt❡r ♠♦❞❡❧✳ ❙✐♥❝❡ s♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② tr❡♥❞ ❜❡t✇❡❡♥
✶✾✼✼✲✶✾✾✽✱ ✇❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♦♥ t❤r❡❡ s✉❜✲s✉r❢❛❝❡s✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ q✉❛❧✲
✐t② ♦❢ t❤❡ ✜tt✐♥❣✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ▲❈ ♠♦❞❡❧ ❜② s❡❣♠❡♥t❡❞ ❛❣❡✳ ❚❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞
❜② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦rt❛❧✐t② tr❡♥❞ ✐♥❞❡① ❢♦r t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ②❡❛rs✳ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞
♠♦rt❛❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❣✉r❡✿

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❆❧❣❡r✐❛♥ ▼♦rt❛❧✐t② ❙✉r❢❛❝❡ ✭❧♥✭♥q①✮✮ ❢♦r ▼❛❧❡s ❛♥❞ ❋❡♠❛❧❡s ✿ ✶✾✼✼✲✷✵✶✸

❙♦✉r❝❡ ✿ ▲✐❢❡ t❛❜❧❡s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② t❤❡ ❖◆❙✳ ❚❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❋▲■❈■ ✭✷✵✶✹✲❜✮

❚♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t ✐♥ ♠♦rt❛❧✐t② ❢♦r❡❝❛st✐♥❣✱ t❤❡ ❛❣❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠♦rt❛❧✐t② r❛t❡s ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳ ❯♥t✐❧ ♥♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠❛tr✐① ✭❳❂✶✼✱❚❂✸✻✮✳ ❳ ✇❤✐❝❤
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✵✲✶✱ ✶✲✺✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❜② ✺✲❛❣❡ ❣r♦✉♣s ✉♥t✐❧ ✽✵

✹



②❡❛rs✳ ❋♦r t❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭t✮✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♦♥❡✲②❡❛r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢r♦♠ ✶✾✼✼ t♦
✷✵✶✸✳ ❚♦ ✐♥s✉r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ❧✐❢❡ t❛❜❧❡s ✐♥ ♦♥❡✲②❡❛rs
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❙♦✱ t❤❡ ✜✈❡ ②❡❛rs ♠♦rt❛❧✐t② r❛t❡s ❞❡♥♦t❡❞ ✭5qx✮ ♠✉st ❜❡ ❜r♦❦❡♥ ♦✉t t♦ s✐♥❣❧❡✲❛❣❡
♠♦rt❛❧✐t② r❛t❡ ✭qx✮✳ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ ✇♦r❦s✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❛s ❛rr❛♥❣❡❞ ❜② ✺✲②❡❛rs r❛♥❣❡ ❢♦r
❛❣❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ✭❘✐❝❤❛r❞s ❛♥❞ ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳

✹ ❙✐♥❣❧❡✲❛❣❡s ♠♦rt❛❧✐t② s✉r❢❛❝❡

■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❙❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ s✐♥❣❧❡✲
❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ✭❊①♣♦s✉r❡✱ ❖❜s❡r✈❡❞ ❞❡❛t❤s✱ ❉❡❛t❤s r❛t❡s✮ ❢r♦♠ ✜✈❡✲❛❣❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ✭❦✐♥❣✱ ✶✾✵✽❀
❙♣r❛❣✉❡✱ ✶✽✽✵❀ ❇❡❡rs✱ ✶✾✹✹ ❛♥❞ ✶✾✹✺✮✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ s♦♠❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜r✐❞❣❡❞ ❧✐❢❡✲t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡ ❣r♦✉♣s ✐s ✺ ②❡❛rs ❡①❝❡♣t
t❤❡ t✇♦ ✜rst ❣r♦✉♣s ❬✵✲✶❬ ❛♥❞ ❬✶✲✺❬✳ ❙♦♠❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤
✉♥❡q✉❛❧ ❛❣❡✲✐♥t❡r✈❛❧s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❑❛r✉♣✲❑✐♥❣ ❛♥❞ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
✭❈r♦❢ts✱ ✶✾✾✽❀ ❙r✐✈❛st❛✈❛ ❛♥❞ ❙r✐✈❛st❛✈❛✱ ✷✵✶✷✮✳ ❋♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✉s❡ ❜♦t❤
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♥❞ ❑❛r✉♣✲❑✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭❙❤r♦❝❦ ❛♥❞ ❛❧✳✱ ✶✾✾✸✮✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ✐s ♠♦r❡ ❛❞❡q✉❛t❡
✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛❣❡ ❣r♦✉♣s ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❛❣❡ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❛② t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝✉r✈❡s ❛r♦✉♥❞ t❤✐s
♣♦✐♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❙✐♥❣❧❡ ❛❣❡ ♠♦rt❛❧✐t② r❛t❡s ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❜② ❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❛♥❞ ❑❛r✉♣✲❑✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s

❉❛t❛✿ ❆❧❣❡r✐❛♥ ▼❛❧❡s ❧✐❢❡ t❛❜❧❡ ✲ ✶✾✼✼

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ✷✺ ②❡❛rs✳ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r q∗xt❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② r❛t❡
❛t ❛❣❡ ✭①✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❑❛r✉♣✲❦✐♥❣ ▼❡t❤♦❞ ❛♥❞ q+x ✐s t❤❡ r❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ▲❛❣r❛♥❣❡
❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❛❣❡ ✭①✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✭❦✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ▼❡❛♥
❆❜s♦❧✉t❡ ❊rr♦rs ✭▼❆❊✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝✉r✈❡s ❛r♦✉♥❞ t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ✿

MinA = 1
5

k+2
∑

x=k−2

∥

∥q∗k − q+k
∥

∥, .....k = 20− 50✱

❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❜② ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ s❡①✳

❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♥❣❧❡ ❛❣❡ ♠♦rt❛❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ❢♦r ♠❛❧❡s ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡s ✐s s❤♦✇♥ ❜② ✜❣✉r❡ ✸✿

✺



❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❙✐♥❣❧❡ ❛❣❡s ♠♦rt❛❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ❢♦r ♠❛❧❡s ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡s q①t ✭①❂✵✲✽✵✱ t❂✶✾✼✼✲✷✵✶✸✮

✺ ❇❡st ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✶✾✼✼ ✲ ✷✵✶✵

❚♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ t♦ ✉s❡ ❢♦r ♠♦rt❛❧✐t② ❢♦r❡❝❛st✐♥❣✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞
❛❜♦✈❡ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✼✼ ✲ ✷✵✶✶ ❢♦r ♠❛❧❡s ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡s✳ ❚❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞
❣❛✈❡ t❤❡ ❜❡st ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ q✉❛❧✐t② ✐❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ♦❢
t❤❡ ②❡❛rs ✷✵✶✶✱ ✷✵✶✷ ❛♥❞ ✷✵✶✸✳

■♥ t❤❡ ✇❛② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✜tt✐♥❣ q✉❛❧✐t② ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ s♦♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✿

■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▲❈ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❛❧♣❤❛ ♣❛r❛♠❡t❡r αx✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦✈❡r t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧♥ ♦❢
t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡❛t❤ r❛t❡✳ ❙♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ❛❝❝❡♣t❡❞ t❤❛t t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧② r❡s♣❡❝t❡❞✳ ■♥
t❤❡ ✇❛② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❘❡♥s❤❛✇ ❛♥❞ ❍❛❜❡r♠❛♥ ✭✷✵✵✻✮ ✉s❡❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
✈❛❧✉❡s ♦❢ αx❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ✇❛s r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤
❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❘❍ ♠♦❞❡❧✳ ❚♦ ✐♥s✉r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✜tt✐♥❣ q✉❛❧✐t② ❢♦r ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡
t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss ❜② ✉s✐♥❣ ❳▲✲❙♦❧✈❡r✳

✺✳✶ ▼♦❞❡❧s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

✺✳✶✳✶ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ▼♦❞❡❧ ✭▲❈✮

■♥ ✜rst✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✇❛②✳ αx = ln(
∏Tn

t=T1
(µxt))

1
(Tn−T1) ✳ ❛♥❞ t❤❡♥

✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♠❛tr✐① ❜② ❲❡✐❣❤❡❞ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦rs ▼❡t❤♦❞✳ ✿

MinA =
∑

Dxt[ln(qxt)− αx − β̂xκ̂t]
2

✻



✇✐t❤ ❛s ❛ ❝♦♥str❛✐♥ts✿
∑Xn

x=X1
βx = 1✱

∑Tp

t=T1
κt = 0 ❛♥❞ βx > 1✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✜tt✐♥❣ q✉❛❧✐t②✱ ✇❡

r❡✲❡st✐♠❛t❡ αx❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐t s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧t ❛r❡ s❤♦✇♥
✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❜❡❧♦✇ ✭▲❈✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ▲❈ ♠♦❞❡❧ ✲ P❛r❛♠❡t❡rs ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✶✾✼✼✲✷✵✶✵✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛❣❡ ♠♦rt❛❧✐t② ♣❛tt❡r♥s ❜② s❡①✱ t❤❡ ❜✉♠♣ ❛r♦✉♥❞ ✷✵t❤ ✐s ♠♦r❡
❛♣♣❛r❡♥t ❢♦r ♠❛❧❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❢❡♠❛❧❡s ✇❤♦❡s ♠❛r❦s ❛ s♠❛❧❧ ❜✉♠♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❬✷✽ ✲ ✹✺❪ ✇❤✐❝❤
✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦t♦r ❝❛r ❛♥❞ ♠❛t❡r♥❛❧ ♠♦rt❛❧✐t②✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ✹✺✱
t❤❡ t✇♦ ❝✉r✈❡s ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❧✐♥❡❛r tr❡♥❞✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② tr❡♥❞ ✐♥❞❡①❡s✱ t❤❡ t✇♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s
♠❛r❦s ❛ ❤✐❣❤ ♠♦rt❛❧✐t② ❧❡✈❡❧ ❜② t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞❡❝❛❞❡ ✭✶✾✾✵t❤✮✳ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❣❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ♠♦rt❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞❡①✱ s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② s❡① ✐♥ t❤❡ ❛❣❡ r❛♥❣❡
❬✶✵ ✲ ✸✺❪✳ ❆t t❤❛t ❛❣❡✱ ❢❡♠❛❧❡s ❛r❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤
♠❛❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❊rr♦rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ▲❈ ✭❉✑①t ✲❉①t✮

❚❤❡ ❡rr♦rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❛t❤s ❛t ❡✈❡r② sq✉❛r❡ ① ❛♥❞ t ❛❧❧♦✇s t♦ ❣❡t ♠♦r❡ ❝❧❡❛r ✐❞❡❛ ❛❜♦✉t t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
✜tt✐♥❣✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♥♦t❡❞ ext = Dxt − lxt ∗ exp(α̂x + β̂x ∗ κ̂t)

❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ▲❈ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✜tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② r❛t❡
qxt✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❛t❤s ❛t ❛❣❡ ① ❛♥❞ t✐♠❡ t Dxt❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡
s✉r✈✐✈❛❧ ♥✉♠❜❡r ❛t t❤❡ ❡①❛❝t ❛❣❡ ① ❛t t✐♠❡ t lxt✳ ❚❤✐s ❧❛t❡st r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡ t♦ ❞❡❛t❤ ✐♥
t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❛❜♦✈❡✳

✼



❚♦ ❜❡tt❡r s❤♦✇s t❤❡ ❡rr♦rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❝r♦ss❡❞ ext✇✐t❤ ❛❣❡✱ t✐♠❡ ❛♥❞ ②❡❛r ♦❢ ❜✐rt❤✳ t❤✐s ❧❛st
✇✐❧❧ s❡r✈❡s ❛s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛❣❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t
t❤❡ ❡rr♦r ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛t t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❛❣❡ ❣r♦✉♣s ✇❤❡r❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❛t❤s
✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ✐♥ ❞❡❛t❤s ❛❧❧♦✇s t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤✐s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ✐♥
❡rr♦rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ st❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❡rr♦rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② ②❡❛rs ♦❢
❜✐rt❤ s❤♦✇s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐rr❡❣✉❧❛r✐t✐❡s ❜② t❤❡ ❡①tr❡♠❡s ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s✿ ❜❡❢♦r❡ ✶✾✸✷ ❛♥❞ ❛❢t❡r
✶✾✼✻ ❢♦r t❤❡ t✇♦ s❡①❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♣✉r❡❧② st❛t✐st✐❝❛❧ ❡✛❡❝t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❣❡ r❛♥❣❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦❤♦rt✳ ✇✐t❤ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ✸✹ ❛♥♥✉❛❧ ❧✐❢❡ t❛❜❧❡s ✭✶✾✼✼ ✲ ✷✵✶✵✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ t❤❡
tr❛❥❡❝t♦r② ✉♥t✐❧ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢❛❧❧ ♦❢ ❛♥② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜②
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥✬t ❡①❝❡❡❞ ✸✹✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❤❡♠❡ s❤♦✇s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ②❡❛rs ♦❢ ❜✐rt❤ ❜② ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ▲❡①✐s ❉✐❛❣r❛♠✿

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ②❡❛rs ♦❢ ❜✐rt❤
✳

❆s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❛❜♦✈❡✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ✭✶✾✼✼✲✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ❛❣❡
r❛♥❣❡ ✭✵✲✽✵✮ t❤❡ ②❡❛rs ♦❢ ❜✐rt❤ ❣♦ ❢r♦♠ ✶✽✾✽ t♦ ✷✵✶✵✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ②❡❛r ♦❢ ❜✐rt❤ ❛♥❞ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ✭●✶✱ ●✷✱ ●✸✮✳ ❚❤❡
♠❡❞✐✉♠ ❣r♦✉♣ ●✷ ❤❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭✸✹✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❣❡
r❛♥❣❡ ❬✹✻✲✽✵❪ ❢♦r t❤❡ ✶✾✸✷✬s ❝♦❤♦rt ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❛❣❡ r❛♥❣❡ ❬✵✲✸✹❪ ❢♦r t❤❡ ✶✾✼✼✬s ❝♦❤♦rt✳ ❚❤✐s
❣r♦✉♣ ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❜✐❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐rt❤ ❛t t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❛❣❡s ✭✵✱ ✶
❛♥❞ ✼✾✮✳ ❚❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ●✶✱ ❤❛s ❛ ❝r♦✐ss❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ✶ ❢♦r t❤❡ ❝♦❤♦rt
✶✽✾✽ t♦ ✸✸ ❢♦r t❤❡ ❝♦❤♦rt ✶✾✸✶✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ✼✾ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t✐♠❡ ✭t✮✳
❚❤❡ ❛❞✈❡rs❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ ●✸ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❞❡❛t❤s ♦❜s❡r✈❡❞
❛t ❧♦✇❡r ❛❣❡s ✭✵ ❛♥❞ ✶✮✳ ❋♦r t❤✐s t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✉❝❤ ❛ ❝♦❤♦rt✲❡rr♦rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❤♦✇♥
❛❜♦✈❡✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❞♦ t❤❡ s❛♠❡ ❡rr♦rs r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡ t❡r♠s✳ ext(%) = lxt∗exp(α̂x+β̂x∗κ̂t)−Dxt

Dxt
✳

❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❜❡❧♦✇✿

❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❛t❤s ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡
r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ✐s ✶✹✪ ❢♦r ♠❛❧❡s ❛♥❞ ✶✷✪ ❢♦r ❢❡♠❛❧❡s✳ ❚❤✐s ❡rr♦rs ✐s ❣r❡❛t❡st ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❛❣❡s
t❤❛♥ ❛t ❤✐❣❤❡r ♦♥❡s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❢❡♠❛❧❡s✳ ❢♦r ♠❛❧❡s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
❛❣❡ ♦❢ ✺✺✳ ❢♦r ❢❡♠❛❧❡s✱ ✐t✬s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✹✺ ②❡❛rs t❤❛t ❡rr♦rs ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② r❡❞✉❝❡❞✳ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

✽



❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❊rr♦rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭D̂xt✲Dxt✮✴Dxt

t✐♠❡✱ ❡rr♦rs ❛r❡ st❛❜❧❡s ❛♥❞ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ s♦♠❡ ❜✉♠♣s ❛r♦✉♥❞ ✶✾✽✵ ❛♥❞ ✶✾✾✵ ❢♦r t❤❡ t✇♦ s❡①❡s✳
❜② ❝♦❤♦rt✱ t❤❡ ❡rr♦rs ❛r❡ ❜✐❣❣❡st ❢♦r t❤❡ ❝♦❤♦rts ❜♦r♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✺✵ ❛♥❞ ✶✾✼✵✳

✺✳✶✳✷ ❘❡♥s❤❛✇ ❛♥❞ ❍❛❜❡r♠❛♥ ✭❆P❈ ♠♦❞❡❧✮

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ ▲❈ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ✈❛❧✉❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❆P❈ ♠♦❞❡❧✳
■♥ ✜rst✱ ✇❡ ✇✐❧❧ tr② t♦ r❡❞✉❝❡ ❡rr♦rs ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝♦❤♦rt

❡✛❡❝t β
(2)
x ∗γt−x✳ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱ ✇❡ r❡✲❡st✐♠❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❝❡ss

✐♥ ❳▲✲s♦❧✈❡r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ αx✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐s✿

ln(qxt) = αx + β(1)
x ∗ κt + β(2)

x ∗ γt−x + ξxt

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✿
∑Xn

x=X1
β
(1)
x =

∑Xn

x=X1
β
(2)
x = 1✱

∑Tp−Xn

t−x=T1−Xn
γt−x = 0 ❛♥❞

∑Tp

t=T1
κt = 0✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛✐♠s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡❞ ❡rr♦rs✿

MinA =
∑

Dxt[ln(qxt)− αx −
ˆ

β
(1)
x κ̂t −

ˆ
β
(2)
x γt−x]

2

❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❜❡❧❧♦✇✳

✾



❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❘❍ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✶✾✼✼✲✷✵✶✵✮
✳

❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ✉♥❞❡r❣♦♥❡ s♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs β
(1)
x ♠❛r❦❡❞ s♦♠❡

❛♣♣❛r❡♥t ❝❤❛♥❣❡ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❛❣❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ▲❈ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
s✐❣♥ ❛t t❤❡ ❛❣❡ ✶ ❢♦r t❤❡ t✇♦ s❡①❡s✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② ❛t t❤✐s ❛❣❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ❧❡ss t❤❛♥
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ tr❡♥❞ ✐♥ ♠♦rt❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② tr❡♥❞ ✐♥❞❡① ✐s ❢❡✇❡r✳ ❚❤❡

β
(2)
x ❢♦❧❧♦✇s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♥ ❛❞✈❡rs❡ tr❡♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ β

(1)
x ✳ ❚❤❡ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t ♠❛r❦s ❛ st❛❜❧❡

tr❡♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✷✵ t♦ ✶✾✼✺ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✉♥t✐❧ ✶✾✼✼✳ ❆❢t❡r✱ ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ ✷✵✶✵✳
❚❤✐s ❜✉♠♣ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡✈❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞❡❝❛❞❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✶✾✾✵t❤✳ ❚❤❡ ❜♦r♥ ✇❤♦s❡
✇❡r❡ ❜♦r♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✻✽ ❛♥❞ ✶✾✼✼ ❤❛✈❡ ❤❛❞ ✶✽ ❛♥❞ ✷✺ ②❡❛rs ✐♥ ✶✾✾✺✳ ❚❤✐s ❛❣❡ ❝❛t❡❣♦r② ✇❛s
t❤❡ ♠♦st ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❜② ❞❡❛t❤s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞❡❝❛❞❡✳

❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t ♠❛② t♦ r❡❞✉❝❡ ❡rr♦rs✳

✶✵



❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❘❍ ✲ ✶✾✼✼✲✷✵✶✵✮

❚❤❡ ❆✈❡r❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✐♥ qxt✐s ✶✵✱✼✪ ❢♦r ♠❛❧❡s ✈❛r②✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✱✵✶✪ t♦ ✶✸✾ ✪✳ ❋♦r
❢❡♠❛❧❡s✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐s ✶✵✱✼✪ ✇✐t❤ ✵✱✵✶✪ ❛♥❞ ✶✵✸ ✪ ❛s ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡rr♦rs✱ ✐t✬s ♦♥❧② ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ✺✺ t❤❛t ❡rr♦rs st❛rt ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✳
❚❤❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡rr♦rs s❤♦✇s t❤❛t st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✾✾✽✱ ❡rr♦rs ❜❡❝♦♠❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② st❛❜❧❡✳
❚❤❡ s❛♠❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦❤♦rt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡rr♦rs st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✾✽✽✳

✺✳✶✳✸ ❙✐♠♣❧❡r ❆P❈ ♠♦❞❡❧ ✭❆P❈✯✮

❆s ✇❡ s❛✐❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈✉rr✐❡ ✭✷✵✵✻✮ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ ❆P❈ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs β(1)❛♥❞ β(2)❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r ❛❣❡ ❛♥❞
❡q✉❛❧ t♦ 1

n
✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s❡ ♣r♦❝❡ss ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❡st✐♠❛t❡✳

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❆P❈ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♥✰♣✰✭♣✰♥✲
✶✮✰✷♥❂✷♣✰✹♥✲✶✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡r ❆P❈ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ❜② ✷♥✳ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡
♣❛ss ❢r♦♠ ✹✽✼ t♦ ✸✷✼ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❡st✐♠❛t❡✳

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❆P❈ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛

st❛rt✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❜✉t ✇✐t❤ ✐♠♣♦s✐♥❣ β
(1)
x = β

(2)
x = 1

n
✳ ✇❡ r❡✲❡st✐♠❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜②

t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ αx✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐s✿

ln(qxt) = αx +
1

n
∗ κ̂t +

1

n
∗ γ̂t−x

❚❤❡ q✉❛♥t✐t② t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐s✿

MinA =
∑

Dxt[ln(qxt)− αx −
1

n
κ̂t −

1

n
γ̂t−x]

2

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✿
∑Tp−Xn

t−x=T1−Xn
γt−x = 0 ❛♥❞

∑Tp

t=T1
κt = 0✳

❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡❛❞❥✉st❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❣✉r❡✳

✶✶



❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❙✐♠♣❧❡r ❆P❈ ♠♦❞❡❧ ✲ P❛r❛♠❡t❡rs ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✭✶✾✼✼ ✲ ✷✵✶✵✮

❙✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st❛♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛❣❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t ❤❛s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡
t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ✜tt✐♥❣✳ ❇✉t t❤❡ r❡✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
r❡❝♦✈❡r ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧♦st ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❊rr♦rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✲ ❙✐♠♣❧❡r ❆P❈ ♠♦❞❡❧ ✭✶✾✼✼✲✷✵✶✵✮

❚❤❡ ❆✈❡r❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✐♥ qxt✐s ✶✼✪ ❢♦r ♠❛❧❡s ✈❛r②✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✪ t♦ ✶✸✵ ✪✳ ❋♦r ❢❡♠❛❧❡s✱ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ✐s ✷✵✪ ✇✐t❤ ✵ ❛♥❞ ✶✷✵ ✪ ❛s ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ❡rr♦rs✱ ✐t✬s ♦♥❧② ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ✺✺ t❤❛t ❡rr♦rs st❛rt ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ❡rr♦rs s❤♦✇s t❤❛t st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✾✾✽✱ ❡rr♦rs ❤❛✈❡ ❛❧♠♦st ♣♦s✐t✐✈❡ s✐❣♥✳ t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦rt❛❧✐t② tr❡♥❞ ✐♥❞❡① ❤❛s tr❡♥❞ t♦ ✉♣♣❡r ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡❛❧ tr❡♥❞ ♦❢ ♠♦rt❛❧✐t②
❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦❤♦rt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡rr♦rs ❜❡❝♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡
st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✾✽✵✳

✶✷



✺✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜tt✐♥❣ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧

✺✳✸ ▼♦rt❛❧✐t② t✐♠❡ ✐♥❞❡① ❢♦r❡❝❛st✐♥❣

■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② ❢♦r❡❝❛st✐♥❣✱ ♠❛♥② t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❡❞
t♦ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② t✐♠❡ ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛
r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ✇✐t❤ ❞r✐❢t ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✉s❡❞ ✭❆❘■▼❆ ✭✵✱✶✱✵✮✮✳

kt − kt−1 = d1 + δt

❲✐t❤ t❤❡ ❞r✐❢t d1 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥♥✉❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ κt✱ ❛♥❞ δtr❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡rr♦rs t❡r♠✳
❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ✭❉♦✇❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❈❛✐r♥s ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✶✮✳

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❦s ✱ ❛♥ ✜rst ♦r❞❡r ❛✉t♦✲r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❆❘■▼❆ ✭✶✱ ✵✱ ✵✮ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❜❡ ✉s❡❞✿

kt = d1 + d2kt−1 + δt

t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t d2r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ kt✳

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐t② ♦✈❡r t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s kt✳ ■❢ t❤✐s s❡r✐❡s
✐s ♥♦t st❛t✐♦♥❛r② ✐ts❡❧❢✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐t ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭♦r ♠♦r❡✮ ❝❛♥ ❜❡
❢♦r❡t❛st❡❞ ✉s✐♥❣ ❆❘■▼❆ ✭✶✱✶✱ ✵✮ ♠♦❞❡❧✳

kt − kt−1 = d1 + d2(kt−1 − kt−2) + δt

❨❛♥❣ ❛♥❞ ❲❛♥❣ ✭✷✵✶✸✮ ✉s❡❞ ❛♥ ❆❘■▼❆✭✷✱✶✱✵✮

kt − kt−1 = d1 + d2kt−1 + d3(kt−1 − kt−2) + δt

❲❤❡♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♠♦rt❛❧✐t② tr❡♥❞ ✐♥❞❡① ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
✉s❡❞ ✭◆✉♥❡s ❛♥❞ ❈♦❡❤❧♦✱ ✷✵✵✾✮✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② tr❡♥❞✱ ✇❡ ✉s❡ ♦♥❧② t❤❡
r❡❝❡♥t tr❡♥❞✳ ❆❧s♦✱ s♦♠❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s t❛❦❡ ✐♥ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝②✱ s♦ t❤❡ κt✐s
❛❞❥✉st❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ✭▲✐ ❛♥❞ ●❡r❧❛♥❞✱ ✷✵✶✶✮✳

❋♦r ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s✿ ❆❘■▼❆✭✵✱✶✱✵✮✱ ❆❘■▼❆✭✶✱✵✱✵✮ ❛♥❞
❆❘■▼❆ ✭✷✱✵✱✵✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡✿

✶✸



❚❛❜❧❡ ✶✿ kt❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s

❆❘✭✷✮ ❣✐✈❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦rs ❢♦r ♠❛❧❡✬s s❡r✐❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r
♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r ❢❡♠❛❧❡s✱ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❛s ❆❘ ✭✶✮✳ ❚♦
❡♥s✉r❡ s♦♠❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❡① ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♠♦rt❛❧✐t② ❢♦r❡❝❛st✐♥❣✱ ✇❡ ✉s❡ ❆❘✭✷✮ t♦
❢♦r❡❝❛st ♠♦rt❛❧✐t② t✐♠❡ ✐♥❞❡① ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡
✜❣✉r❡ ❜❡❧♦✇✿

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ♦❢ ♠♦rt❛❧✐t② tr❡♥❞ ✐♥❞❡①

❆❧❧ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❧❡s ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡s✱
✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧♦♥❣ t❡r♠s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t✇♦ s❡①❡s✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ tr❡♥❞s ♦❢ kt♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ❝❛♥
❡①♣❧❛✐♥ s✉❝❤ ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ t✇♦ s❡r✐❡s ♦❢ kt❤❛✈❡ ♠❛r❦❡❞ ✐♥ s✉♠♠❛r② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❛❧
❝❤❛♥❣❡ ♣♦✐♥ts✿ ✶✾✾✷ ✇❤✐❝❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❡rr♦r✐s♠ ❡✈❡♥ts ✐♥ ❆❧❣❡r✐❛✱
❛♥❞ ✶✾✾✽ ✇❤✐❝❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞❡❝❛❞❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❧✐❢❡ t❛❜❧❡s✳ ❚❤❡s❡s str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ♣♦✐♥ts ✇❛s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❛
♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ✭❋❧✐❝✐ ❡t ❍❛♠♠♦✉❞❛✱ ✷✵✶✹✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡♥t ❜r❡❛❦ ♣♦✐♥t ✐♥ ♠♦rt❛❧✐t②
r❡❞✉❝t✐♦♥ tr❡♥❞✱ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ r❛♥❣❡ ✭✶✾✾✽ ✲ ✷✵✶✵✮ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ♠♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t r❡s✉❧ts✳

❚♦ ❞♦ t❤✐s ✇❡ r❡✲❡st✐♠❛t❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ t♦ ❢♦r❡❝❛st ♠♦rt❛❧✐t② tr❡♥❞ ❢♦r
♠❛❧❡s ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ t❛❜❧❡ ❜❡❧♦✇✿

✶✹



❚❛❜❧❡ ✷✿ ▼♦rt❛❧✐t② tr❡♥❞ ✐♥❞❡① ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✭✶✾✾✽ ✲ ✷✵✶✵✮

❚❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦rs ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ♠♦❞❡❧ ✭✶✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧s ✭✷✮ ❛♥❞
✭✸✮✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❢❡♠❛❧❡s t❤❛♥ ❢♦r ♠❛❧❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ ✭✷✮ ❛♥❞
♠♦❞❡❧ ✭✸✮ ✐s ❢❡✇❡r✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t♦♥❣ t❡r♠ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ▼♦rt❛❧✐t② tr❡♥❞ ✐♥❞❡① ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✶✾✾✽✲✷✵✶✵

❚❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ✭✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✭✷✲✸✮ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▼♦❞❡❧
✭✷✮ ❛♥❞ ✭✸✮ ❧❡❛❞ t♦ ❝❧♦s❡r ❢♦r❡❝❛st❡❞ s❡r✐❡s ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② s❧♦✇ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠✳ ❋♦r ❛❧❧

t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ P❡r✐♦❞✱ ♠♦❞❡❧ ✭✸✮ ❧❡❛❞s t♦ k
females
t < kmales

t ✳ ❋♦r s♦♠❡ ②❡❛rs✱ ♠♦❞❡❧ ✭✷✮ ❧❡❛❞s t♦
t❤❡ ❛❞✈❡rs❡✳ ❚❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ❆❘✭✷✮ ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ q✉❛❧✐t② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✳ t❤✐s ♠♦❞❡❧ r❡s♣❡❝ts s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❧♦♥❣ t❡r♠ ♠♦rt❛❧✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❧❡s ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡s✳

❚❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② tr❡♥❞ ✐♥❞❡① ✐♥ ❘❍ ♦r ❙✐♠♣❧❡r ❆P❈ ❤❛s s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❡♥❞
✐♥ ▲❈ ♠♦❞❡❧✳ t❤❡s❡ tr❡♥❞ ♠✉st ❜❡ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦r❝❛st❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡s ♠♦❞❡❧ ❆❘✭✷✮ ❡st✐♠❛t❡❞
♦♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✾✽✲✷✵✶✵✳

❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ kt❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✐♥ ❘❍ ♠♦❞❡❧ ✭❞❛t❛✿ ✶✾✾✽ ✲ ✷✵✶✵✮

✶✺



❲❡ ♦❜s❡r✈❡ s♦♠❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦✈❡r t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢♦r❡❝❛st❡❞ s❡r✐❡s ♦❢ kt❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❧❡s ❛♥❞
❢❡♠❛❧❡s ❛♥❞ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ✐♥ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❢♦r❡❝❛st✳ ■❢ ✇❡
♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② tr❡♥❞ ✐♥❞❡① ❢♦r ♠❛❧❡s ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡s✱ ❛ ❝r♦ss♦✈❡r
♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠✐❞ ✾✵t❤✳ ❚❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ s❧♦♣❡ ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❢♦r t❤❡ ❢❡♠❛❧❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❇② t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② ✐♥❞❡① ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠♣❧❡r ❆P❈ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ❢♦r❡❝❛st❡❞
✉s✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❆✉t♦✲r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❆❘✭✷✮✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡
✜❣✉r❡ ❜❡❧♦✇✿

❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ kt❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✐♥ s✐♠♣❧❡r ❆P❈ ♠♦❞❡❧ ✭❞❛t❛✿✶✾✾✽✲✷✵✶✵✮

❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ❤❡r❡ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❡ss ✐♠♣♦r✲
t❛♥t❡✱ ❜✉t t❤❡ t✇♦ ❢♦r❡❝❛st❡❞ s❡r✐❡s ❢♦❧❧♦✇ ❣❧♦❜❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ tr❡♥❞✳

✺✳✹ ❈♦❤♦rt ❡✛❡❝t ❢♦r❡❝❛st✐♥❣

❚❤❡ ❛❣❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠♦rt❛❧✐t② ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♥❡❡❞ t♦ ❢♦r❡❝❛st ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡❧❛t❡❞ t♦ t✐♠❡ ✭♠♦r✲
t❛❧✐t② ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t✮✳ ❚❤❡ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t✱ ❛s t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② ✐♥❞❡①✱ ♠✉st ❜❡ ❢♦r❡❝❛st❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐♥❣ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜t✐❡s✳ ■♥ ✜rst ❛♥❞ t♦
✐♥s✉r❡ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡ γt−x❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦✲
❤♦rt t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ✶✾✸✵ ✲ ✶✾✼✼✳ ❋♦r t❤❡s❡ ❝♦❤♦rt✱ ✸✹ s✉❝❝❡ss✐✈❡
♠♦rt❛❧✐t② r❛t❡ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦❤♦rts ✭❜❡❢♦r❡ ✶✾✸✵ ❛♥❞ ❛❢t❡r ✶✾✼✼✮ ❤❛✈❡ ❧❡ss t❤❛♥
✸✹ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

❚♦ ❢♦r❡❝❛st t❤❡ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t✱ ❈❤❛♥ ❡t ❛❧✳✭✷✵✶✹✮ ✉s❡❞ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❆✉t♦✲r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧
❆❘■▼❆✭✶✱✵✱✵✮✳ ■❢ ✇❡ ♠❛❦❡ s = t − x ❛s ❛ ❝♦❤♦rt ✐♥❞❡①✳ ❚❤❡ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ sth❝♦❤♦rt ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r❡❝❛st❡❞ ❜②✿ γs = c0 + c1γs−1 + δs✳

❉♦✇❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ✉s❡❞ ❛ ❆❘■▼❆ ✭✶✱✶✱✵✮ ✿ γs − γs−1 = c0 + c1(γs−1 − γs−2) + δs✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦✿
γs = c0 + γs−1 + c1(γs−1 − γs−2) + δs✳

❈❛✐r♥s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ✉s❡❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❛✉t♦✲r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❆❘✭✷✮ ✇❤✐❝❤ ✐s s❛♠❡ ❛s
❆❘■▼❆✭✷✱✵✱✵✮✿ γs = c0 + c1γs−1 + c2γs−2 + δs✳

✶✻



❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ ❈♦❤♦rt ❡✛❡❝t ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✐♥ ❘❍ ❛♥❞ ❙✐♠♣❧❡r ❆P❈ ♠♦❞❡❧

❍❡r❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ s❡r✐❡s ♦❢ γt−x ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❘❍ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡
s✐♠♣❧❡r ❆P❈ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ t♦ ❢♦r❡❝❛st t❤❡ ❜❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t ✐♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❆❘■▼❆ ✭✶✱ ✶✱
✵✮✳

✺✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts ✜tt✐♥❣ q✉❛❧✐t②✳ ❛ ❣♦♦❞ ✜tt✐♥❣
q✉❛❧✐t② ❞♦❡s♥✬t ❣❛r❛♥t❡❡ ❛ ❣♦♦❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❢♦r t❤✐s✱ ✇❡ ✉s❡ s♦♠❡ r❡❝❡♥t ❞❛t❛ t♦ ✈❡r✐❢②
✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡ ❛ ❜❡tt❡r r❡s✉❧t✳

❋✐❣✉r❡ ✶✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡

✶✼



❋♦r ♠❛❧❡s✱ ❡rr♦rs ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❛❣❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉♠♣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦t♦r ❞❡❛t❤s
❛t ②♦✉♥❣❡r ❛❣❡s✱ ❛♥❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ✸✷✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ln(qxt)❛r❡ ✇❡❧❧
✜tt❡❞✳ ❚❤❡ ❡rr♦rs ✐♥ ❢❡♠❛❧❡s ❧✐❢❡ t❛❜❧❡s ❛r❡ ♠♦r❡ r❡❣✉❧❛r✳

❋✐❣✉r❡ ✶✽✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♥ q①t ❘❍ ♠♦❞❡❧ ✭✷✵✶✶ ✲ ✷✵✶✸✮

❋✐❣✉r❡ ✶✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦rt❛❧✐t② r❛t❡s ✭❙✐♠♣❧❡r ❆P❈ ♠♦❞❡❧ ✿ ✷✵✶✵✲✷✵✶✸✮

❇♦t❤ ✐♥ ❘❍ ❛♥❞ ❆P❈✯✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ lnqxt❛r❡ ❧❡ss ✇❡❧❧ ✜tt❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛❣❡ ♦❢
✹✺ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ▲❈ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜✉♠♣ ♦❜s❡r✈❡❞
❢♦r ❝♦❤♦rts t❤❛t ✇❡r❡ ❜♦r♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✻✻ ❛♥❞ ✶✾✼✼✳ ❚❤❡s❡ ❝♦❤♦rts ✇❡r❡ ❛❣❡❞ ✶✽ ✲ ✸✵ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞❡❝❛❞❡✳ t❤✐s ❛❣❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ❡①♣♦s❡❞ ❛❣❡s t♦ t❤❡ t❡rr♦r✐s♠
❡✈❡♥ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞❡❝❛❞❡✳ ❛s ✐♥ ▲❈ ♠♦❞❡❧ ✇❡r❡ t❤❡ ❜✉♠♣ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❡rr♦r✐s♠ ❡✈❡♥ts

✶✽



❋✐❣✉r❡ ✷✶✿ ❙♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ B
(1)
x ❛♥❞ B

(2)
x

✇❛s ❡①❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❤♦rt
❡✛❡❝t✳ ❆❧s♦✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❡r✐♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❧✐❢❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦❤♦rt✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ❝♦❤♦rt ♠✉st ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛♥❞ s♠♦♦t❤❡❞ t♦ ❣❡t ♠♦r❡
r❡❣✉❧❛r tr❡♥❞✳

❖✉r ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❜✉♠♣ ✐♥ γt−xs❡r✐❡s ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✻✻ ✲ ✶✾✽✶✱ ❛♥❞ t♦ s♠♦♦t❤ ❛❧❧
t❤❡ s❡r✐❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✹t❤ ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ s♦♠❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❢♦r t❤❡ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧
s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ❛♥♥✉❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧✐❢❡ t❛❜❧❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❘❍ ❛♥❞
❆P❈✯ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❣✉r❡s✱ ✇❡ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♥❣
♣r♦❝❡ss ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❘❍ ❛♥❞ ❆P❈✯ ❢♦r t❤❡ ♠❛❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡♠❛❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❢♦r❡❝❛st ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡✿

❋✐❣✉r❡ ✷✵✿ ❙♠♦♦t❤✐♥❣✱ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ t❤❡ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t ✭✶✾✵✸ ✲ ✷✵✵✺✮

✶✾



❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❛❝❦ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② s♦♠❡ ❛✉t❤♦rs
✭◗✐✉ ❛♥❞ ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱ ✇❡ r❡❛❞❥✉st t❤❡ ❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞❡❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❘❍ ♠♦❞❡❧ ❛❢t❡r ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t tr❡♥❞

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❜✉♠♣s ♦❢ ✶✾✻✸✲✶✾✽✻ ❢♦r ♠❛❧❡s ❛♥❞ ✶✾✻✼✲✶✾✽✼ ❢♦r ❢❡♠❛❧❡s ✇❡r❡
❝♦rr❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ②❡❛rs ✭✉♥t✐❧ ✷✵✵✺✮ ✇❡r❡ s♠♦♦t❤❡❞✱ ✇❡ ❣♦t ♠♦r❡ r❡❣✉❧❛r
♠♦rt❛❧✐t② ❝✉r✈❡s ❡①♣❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❍ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ❚❤❡ t✇♦ s❡①❡s✱ ❘❍ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❛
s❧✐❣❤t ✉♣♣❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❛t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❛❣❡ r❛♥❣❡ ❬✶✽ ✲ ✸✵❪✳ ❚❤❛t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ✉♣♣❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ♠♦rt❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ s❧♦♣❡ s✐♥❝❡ ✐t✬s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞
❢♦r ❛❧❧ ❛❣❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❡rr♦rs ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❘❍
♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✉♥❝♦rr❡❝t❡❞ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❧❡ss t❤❛♥ ✐♥ ▲❈ ♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✷✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❆P❈✯ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t tr❡♥❞

✷✵



❋✐❣✉r❡ ✷✺✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s ✲ t✐♠❡ ❡rr♦r ❡✈♦❧✉t✐♦♥

■t✬s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ✹✺ ❢♦r ♠❛❧❡s ❛♥❞ ✺✺ ❢♦r ❢❡♠❛❧❡s t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
♠♦rt❛❧✐t② ❝✉r✈❡s ❜❡❝♦♠❡ ✇❡❧❧ ❥✉①t❛♣♦s❡❞✳ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✭♠❛❧❡s ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡s✮✱ t❤❡
❞❡❛t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✹✵ ✐s ✉♥❞❡r✲❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t tr❡♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♥❣✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❛s
r❡✲❛❞❥✉st❡❞✳

❚♦ ❜❡tt❡r s❤♦✇ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❧✐❢❡ t❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡ ②❡❛rs ✷✵✶✶✱ ✷✵✶✷ ❛♥❞ t♦ ✷✵✶✸✱ ❛♥❞ t♦ s❤♦✇ t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t tr❡♥❞ ✐♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧t✱
✇❡ s✉♠♠❛r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡ s♦♠❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs✳ ❋♦r t❤✐s ✇❡ ✉s❡ ❛s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r
t❤❡ ▼❡❛♥ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ❆❜s♦❧✉t❡ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ✭▼P❆❉✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
ln(qxt)✳

❋✐❣✉r❡ ✷✹✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s

❆❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❣✐✈❡ t❤❡✐r ❜❡st ✜tt✐♥❣ q✉❛❧✐t② ❛t t❤❡ ❛❣❡ r❛♥❣❡ ✭✹✵ ✲ ✽✵✮ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢❤ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② ❝✉r✈❡ ❛t t❤❛t ❛❣❡s✳ ●❧♦❜❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❘❍ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ▲❈
♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❆P❈✯ ✭❝♦rr❡❝t❡❞ ♦r ♥♦t✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡
♠❡❛♥ ❡rr♦rs ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ▲❈ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❘❍ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♠❛❧❡s ❛t ❛❣❡s ✭✹✵ ✲ ✽✵✮✳ ❋♦r
❢❡♠❛❧❡s✱ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❛❣❡ r❛♥❣❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❆P❈✯ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ ❝❛♥
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❆P❈✯ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♦❧❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠♦rt❛❧✐t② ❢♦r❡❝❛st✐♥❣
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r❝❛st✐♥❣✳

❚❤❡ ♣r❡❞❡❝t✐✈❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛✐♠s ❛❧s♦ ❛ ❝❧♦s❡ ❧♦♦❦ ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs
✇✐t❤ t❤❡ ❧❡♥❣❤t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❆ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❢♦r ❥✉st t❤r❡❡ ②❡❛rs ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t
❢♦r s✉❝❤ ❛ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❜✉t ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡t❡❝t s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✉s❡❞ ♠♦❞❡❧s
❢♦r t❤❡ s❤♦rt t❡r♠✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ▼❡❛♥ ❆♥♥✉❛❧ ❡rr♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ②❡❛rs ✷✵✶✶✱ ✷✵✶✷ ❛♥❞ ✷✵✶✸✿

■♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❆P❈✯ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡❧❛t✐✈❡
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡rr♦rs ✇✐t❤ t✐♠❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❍ ♠♦❞❡❧ ❤♦✇❡✈❡r ✐❢ t❤❡ ❝♦❤♦rt tr❡♥❞ ✇❛s
❝♦rr❡❝t❡❞ ♦r ♥♦t✳ ▲❈ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s t♦♦ ❛ s✐♠✐❧❛r q✉❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ❡rr♦rs ❢♦r ♠❛❧❡s ❛r❡ ❛r♦✉♥❞ ✶✱
✻✽✪ ✐♥ ✷✵✶✶ ❛♥❞ ✶✱✼✵✪ ✐♥ ✷✵✶✸✳ ❢♦r ❢❡♠❛❧❡s✱ ✇❡ ♣❛ss❡❞ ❢r♦♠ ✶✱✻✼✪ t♦ ✶✱✹✸ ✐♥ ✷✵✶✸✳

✷✶



✻ ▼♦rt❛❧✐t② ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✭✶✾✼✼✲✷✵✶✸✮

❲❡ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✭✶✾✼✼✲✷✵✶✵✮ ❛♥❞ t❤♦s❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ②❡❛rs ❢r♦♠
✷✵✶✶ t♦ ✷✵✶✸ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ✈❛❧✉❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✭✶✾✼✼ ✲ ✷✵✶✸✮✳
❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❡①t❡♥❞ ♠♦rt❛❧✐t② t♦ t❤❡
♦❧❞ ❛❣❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ s✐♠♣❧② t❤❡ t❡♠♣♦r❛r② ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ✭❆rr✐❛❣❛✱ ✶✾✽✹✮ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ r❡s✉❧ts✳
■♥ ✜♥❛❧✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t✇♦ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ tr② t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ✐♥ s♦♠❡ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡
r❡s❡r✈✐♥❣ ❝❛s❡s✳

❚❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② t✐♠❡ ✐♥❞❡① ✐s ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❆✉t♦ ❘❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡
t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t ✐s ❢♦r❡❝❛st❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❆❘■▼❆ ✭✶✱ ✶✱ ✵✮ ❢♦r t❤❡ ❘❍ ❛♥❞ ❆P❈
♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t ✐s s♠♦♦t❤❡❞ ❜② ✺t❤ ♦❞r❡r ▼♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❚❤❡ ❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✐♥ ❘❍ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s♠♦♦t❤❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✻t❤ ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♥✐t✐❛❧
❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧❧♦✇ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✳

❆❣❡✲P❡r✐♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭▲❡❡✲❈❛rt❡r✮

❋✐❣✉r❡ ✷✻✿ P❛r❛♠❡t❡rs ❡st✐♠❛t✐♦♥ ▲❈ ♠♦❞❡❧ ✭❞❛t❛✿ ✶✾✼✼✲✷✵✶✸✮

❋✐❣✉r❡ ✷✼✿ ❈♦❤❡r❡♥t ❦t ❢♦r❡❝❛st ✭▲❈ ♠♦❞❡❧✮

✷✷



❆❣❡✲P❡r✐♦❞✲❈♦❤♦rt ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❘❡♥s❤❛✇✲❍❛❜❡r♠❛♥✮

❋✐❣✉r❡ ✷✽✿ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ s♠♦♦t❤❡❞ ❛❣❡ r❡❧❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❘❍ ✿ ✶✾✼✼✲✷✵✶✸✮

❋✐❣✉r❡ ✷✾✿ ❈♦❤♦rt ❡✛❡❝t ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✭❘❍ ✲ ✶✾✼✼✲✷✵✶✸✮

❆❣❡✲P❡r✐♦❞✲❈♦❤♦rt ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❙✐♠♣❧❡r ❆P❈✮

❋✐❣✉r❡ ✸✵✿ ♠♦rt❛❧✐t② t✐♠❡ ✐♥❞❡① ❢♦r❡❝❛st ✭❆P❈ ✯ ✲ ✶✾✼✼ ✲ ✷✵✶✸✮

✷✸



❋✐❣✉r❡ ✸✶✿ ❈♦❤♦rt ❡✛❡❝t ❢♦r❡❝❛st ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡r ❆P❈ ♠♦❞❡❧ ✭✶✾✵✸✲ ✷✵✵✽✮

✻✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛r② ❧✐❢❡
❡①♣❡❝t❛♥❝② ✭s❡❡✳ ❆rr✐❛❣❛✱ ✶✾✽✹✮ ✉♥t✐❧ ❛❣❡ ♦❢ ✽✵ ❛s ❛ ❜❛s✐s ❢♦r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ t❡♠♣♦r❛r② ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡ ✭✵✱ ✷✵✱ ✹✵✱ ❛♥❞ ✻✵✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡
♠♦❞❡❧s✳ ●❧♦❜❛❧❧②✱ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ✈❡r② ♥❡❛r ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r t✐♠❡✳■♥ ✷✵✺✵✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t❡
t❤❛t ❚❡♠♣♦r❛r② ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✽✵ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜♦✉t ✼✺✱✷ ❢♦r ♠❛❧❡s ❛♥❞ ✼✻✱✽ ❢♦r
♠❛❧❡s✳ ▲❈ ♠♦❞❡❧ ❣❛✈❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ✈❛❧✉❡✱ ❘❍ t❤❡ ▼❡❞✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❆P❈✯♠♦❞❡❧ ❣❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r
✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❛t ✻✵ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜♦✉t ✶✼✱✽ ②❡❛rs ❢♦r ♠❛❧❡s ❛♥❞ ✶✽✱✺ ❢♦r ❢❡♠❛❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✷✿ Pr♦❥❡❝t❡❞ t❡♠♣♦r❛r② ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡s ✭▲❈✱ ❘❍ ❛♥❞ ❆P❈✯ ♠♦❞❡❧s✮

❙✐♥❝❡ ▲✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ✐s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❛❣❡ ❛t ❞❡❛t❤ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✉♣♣♦③❡❞
❜♦r♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ②❡❛r✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ s✉❝❤ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞♦❡s♥✬t ❧❡❛❞ t♦ ❜❡tt❡r ❞✐s✲
t✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛❣❡ ♠♦rt❛❧✐t② s❝❤❡♠❡s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠♦❞❡❧ t♦
❛♥♦t❤❡r ✇❤✐❧❡ t❤❡② ❣❛✈❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝②❛♥❝✉❡s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❣✉r❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡
♠♦rt❛❧✐t② ❝✉r✈❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ✷✵✺✵✿

✷✹



❋✐❣✉r❡ ✸✸✿ ♣r♦❥❡❝t❡❞ s♣❡❝✐✜❝ ❛❣❡ ♠♦rt❛❧✐t② ♣❡tt❡r♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❤♦r✐③♦♥s

❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❆❣❡✲♣❡r✐♦❞✲❈♦❤♦rt ♠♦❞❡❧s ✭❘❍ ♦r ❆P❈✯ ♦r ♦t❤❡rs✮ ✐s t❤❛t ❝❛♣t✉r❡ t❤❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ②❡❛r ♦❢ ❜✐rt❤✱ ❛♥❞ ✐t ✭❆P❈ ♠♦❞❡❧✮ ❛❧❧♦✇s
t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♥♦t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t✐♠❡ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ②❡❛r ♦❢ ❜✐rt❤✳ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡
s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❛❣❡s ♠♦r❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❢♦r ❢❡♠❛❧❡s t❤❛♥ ❢♦r ♠❛❧❡s✳

✼ ❙♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ r❡s❡r✈✐♥❣

❚♦ s❤♦✇ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝ts ✐♥ ♠♦rt❛❧✐t② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ t❡♠♣♦r❛r② ❧✐❢❡✲ ❛♥♥✉✐t② ♦❢ ✭✶ ✉s❞✮ ♣❛②❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❏❛♥✉❛r② ✶st✱ ✷✵✶✺ ✉♥t✐❧ ❞❡❛t❤ ♦r r❡❛s❤✐♥❣
t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ✽✵ ②❡❛r✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛♥♥✉✐t② ♣r✐❝❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡s✱ ✺✺✱ ✻✵✱ ✻✺ ❛♥❞ ✼✵ ②❡❛rs✱ ❢♦r
♠❛❧❡s ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦✈❡r❡❞ ♣❡r✐♦❞✳

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❆♥♥✉✐t② ♣r✐❝✐♥❣ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡s ✭✺✵✱ ✺✺✱ ✻✵✱ ✳✳✳ ✼✺✮

❚❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛r② ❧✐❢❡ ❛♥♥✉✐t② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ▲❈ ❛♥❞ ❘❍ ❛♥❞ ❆P❈✯ ♠♦❞❡❧s ❛r❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② s❛♠❡✱ ✇✐t❤ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❧❡s ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡s ❢r♦♠ ❛ ♠♦❞❡❧ t♦
❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❢❡♠❛❧❡s ❛♥♥✉✐t✐❡s ❛t ✺✵ ②❡❛r ❛r❡ ✵✱✵✺ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ♠❛❧❡s ❛♥♥✉✐t✐❡s
❛♥❞ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ♠❛❧❡s ♠♦❞❡❧ ✐s✳

✷✺



✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✇❛s t♦ s❤♦✇ ❛♥❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦❢
❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t ✐♥ ♠♦rt❛❧✐t② ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❛❧❣❡r✐❛♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦
❝♦♠♣❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❆❣❡✲P❡r✐♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❆❣❡✲P❡r✐♦❞✲❈♦❤♦rt ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡ ▲❈ ♠♦❞❡❧ ✐s
✈❡r② ❡❛s② t♦ ❡♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ t♦ ❢♦r❡❝❛st ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ r❡❣✉❧❛r r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❘❍ ♠♦❞❡❧ ❜② ❛❞❞✐♥❣
❛ s✉♣♣❧✐♠❡♥t❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ②❡❛r ♦❢ ❜✐rt❤✱ ❧❡❛❞s ✱ ✐♥ ✜rst✱ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡rr♦r
t❡r♠s✱ ❛♥❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜tt✐♥❣✳ ❛ ❤✐❣❤ ✜tt✐♥❣ q✉❛❧✐t② ❞♦❡s♥✬t
❣❛r❛♥t❡❡ ❛ ❤✐❣❤ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧✐①✐t② ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦❤♦rt
❡✛❡❝t r❡❞✉❝❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣✳ ❚❤❡ ✜rst ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦❤♦rt ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡
s♠♦♦t❤❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ s❡r✐❡s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❡st✐s❡♣❛r❛t❡ ♠❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ❞♦❡s♥✬t ❣❛r❛♥t❡❡ t♦ ❜❡tt❡r t❤❡ t✐♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t✳ ✐❢ ✇❡ st❛rt ❢♦r ❡①❡♠♣❧❡
❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ▲❈ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❈♦❤♦rt ❡✛❡❝t ✐♥ ❘❍ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ s✉❝❤
❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t ✈❡❝t♦r t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ tr② t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ♠♦r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ▲❈ ✐♥✐t✐❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ t❤❡ ❜❡st ✇❛② ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❤♦rt ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② t❤❡ s❛♠❡
♣r♦❝❡ss✳

❋♦r ♦✉r ❝❛s❡✱ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s ❧❡❛❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
✐♥ t❤❡ ❛❣❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠♦rt❛❧✐t② s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤❡ ❜✉♠♣ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦❤♦rts ❜♦r♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✻✺
✲ ✶✾✼✺✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ♣r✐♥❝✐♣♣❛❧❧② t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡❛t❤s ♥✉♠❜❡r ♦❝❝✉r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜❧❛❝❦
❞❡❝❛❞❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛❣❡ r❛♥❣❡ ✭✷✵✲✸✵✮ ②❡❛rs✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢✉t✉rs ②❡❛rs✳ ❚❤✐s
❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♠♦rt❛❧✐t② s❝❤❡♠❡s t❤❛t ✇❡ s✐❣♥❛❧❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❋♦r ♠♦rt❛❧✐t② t✐♠❡ ✐♥❞❡①
❢♦r❡❝❛st✐♥❣✱ t❤❡ ❜✉♠♣ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞❡❝❛❞❡ ✇❛s ❝♦rr❡❝t❡❞✱ ❚❤✐s ❜✉♠♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜✉♠♣
♦❢ ✶✾✼✵✬t❤✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ t✇♦ ❜✉♠♣s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② t❤❡
s❛♠❡ ♠❛♥❡r✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦❤♦rt ❡✛❡❝t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✐s ❛❧♠♦st r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤t
♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥
✇❤✐❝❤ t❛❦❡ ✐♥ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ②❡❛r ♦❢ ❜✐rt❤✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❈r♦❢ts ●✳✱ ✶✾✾✽✳ ✏❆ ❑❛r✉♣✲❑✐♥❣ ❋♦r♠✉❧❛ ✇✐t❤ ❯♥❡q✉❛❧ ■♥t❡r✈❛❧s✑✳ ❆❝t✉❛r✐❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❈❧❡❛r✐♥❣ ❍♦✉s❡✳
❱♦❧✳ ✶✿ ✷✾✾✲✸✵✸✳

❬✷❪ ❋❧✐❝✐✱ ❋✳ ❡t ❍❛♠♠♦✉❞❛✱ ◆✳ ✷✵✶✹✳ ✏❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤❛❧❢✲❝❡♥t✉r② ♦❢ ♠♦rt❛❧✐t② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❆❧❣❡r✐❛✿ ✶✾✻✷✲✷✵✶✷✑✳
❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r✳ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ▼❊❊❆ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✳ ✷✵✶✹✳

❬✸❪ ❋❧✐❝✐✱ ❋✳ ✷✵✶✸✳ ✏Pr♦✈✐s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s r❡♥t❡s ✈✐❛❣èr❡s ❡♥ ❆❧❣ér✐❡ ❡♥tr❡ ❆♣♣r♦❝❤❡ st❛t✐q✉❡ ❡t ❛♣♣r♦❝❤❡s
♣r♦s♣❡❝t✐✈❡✑✳ ❲P✳ ■❆❆❈♦❧❧♦q✐✉♠✱ ✷✵✶✸✳

❬✹❪ ❋❧✐❝✐✱ ❋✳ ✷✵✶✹✳ ✏▲♦♥❣❡✈✐t② ❛♥❞ ❧✐❢❡ ❛♥♥✉✐t✐❡s r❡s❡r✈✐♥❣ ✐♥ ❆❧❣❡r✐❛✿ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▲❡❡ ❈❛rt❡r ❛♥❞ ❘❡♥s❤❛✇✲
❍❛❜❡r♠❛♥ ▼♦❞❡❧s✑✳ ❲P✳ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❊❆❆❈✷✵✶✹✳

❬✺❪ ❋❧✐❝✐✱ ❋✳ ✷✵✶✹✲❜✳ ✏❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❆❧❣❡r✐❛♥ ♠♦rt❛❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ❜② ✉s✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❡❞
▲❈ ♠♦❞❡❧✑✳ ❲P ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙▼❚❉❆✷✵✶✹✳

❬✻❪ ❍❛❜❡r♠❛♥✱ ❙✳ ❛♥❞ ❘❡♥s❤❛✇✱ ❆✳ ✷✵✵✾✳ ✏❖♥ ❛❣❡✲♣❡r✐♦❞✲❝♦❤♦rt ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦rt❛❧✐t② r❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✑✳

❬✼❪ ▲❡❡✱ ❘✳ ❛♥❞ ❈❛rt❡r✱ ▲✳ ✶✾✾✷✳ ✏▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❯✳❙✳ ♠♦rt❛❧✐t②✑

❬✽❪ ▲✐✱ ◆✳✱ ●❡r❧❛♥❞✱ P✳✱ ✫ ●❡r❧❛♥❞✱ P✳ ✷✵✶✶✳ ✏▼♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ♠❡t❤♦❞ t♦ ♣r♦❥❡❝t ♠♦rt❛❧✐t② ❝❤❛♥❣❡s
✉♣ t♦ ✷✶✵✵✑✳ ■♥ ❆♥♥✉❛❧ ▼❡❡t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✳

❬✾❪ ❘❡♥s❤❛✇✱ ❆✳ ❛♥❞ ❍❛❜❡r♠❛♥✱ ❙✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ✏❆ ❝♦❤♦rt✲❜❛s❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♠♦rt❛❧✐t②
r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs✑✳

✷✻



❬✶✵❪ ❈❖❆▲❊✱ ❆✳✱ ✫ ❑■❙❑❊❘✱ ❊✳❊✳ ✶✾✾✵✳ ✏❉❡❢❡❝ts ✐♥ ❞❛t❛ ♦♥ ♦❧❞ ❛❣❡ ♠♦rt❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✲ t❡❞ ❙t❛t❡s✿ ◆❡✇
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦rt❛❧✐t② s❝❤❡❞✉❧❡s ❛♥❞ ❧✐❢❡ t❛❜❧❡s ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st
❛❣❡s✑✳

❬✶✶❪ ❈✉rr✐❡✱ ■✳❉✳ ✷✵✵✻✳✏❙♠♦♦t❤✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦rt❛❧✐t② r❛t❡s ✇✐t❤ P✲s♣❧✐♥❡s✱✑ ❚❛❧❦ ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ ■♥st✐t✉t❡
♦❢ ❆❝t✉❛r✐❡s✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✻✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛❝s✳❤✇✳❛❝✳✉❦✴⑦✐❛✐♥✴r❡s❡❛r❝❤✴t❛❧❦s✴▼♦rt❛❧✐t②✳♣❞❢

❬✶✷❪ ❙r✐✈❛st❛✈❛✱ ❘✳ ❇✳ ❛♥❞ ❙r✐✈❛st❛✈❛✱ P✳ ❑✳ ✷✵✶✷✳ ✏ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣❡✬s ❛♥❞ ◆❡✇t♦♥✬s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✑✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✸✭✶✮✿ ✵✶✲✵✹✳

❬✶✸❪ ❇❡❡rs✱ ❍✳ ❙✳ ✶✾✹✹✳ ✏s✐①✲t❡r♠ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r r♦✉t✐♥❡ ❛❝t✉❛r✐❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✑✳ ❚❤❡ r❡❝♦r❞ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥
■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆❝t✉❛r✐❡s✱ ✸✸✱ ♣❛rt ✭■■✮ ✭✻✽✮✿ ✷✹✺✲✷✻✵✳

❬✶✹❪ ❇❡❡rs✱ ❍✳ ❙✳ ✶✾✹✺✳ ✏▼♦❞✐✜❡❞✲✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ ❢♦✉rt❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✑✳ ❚❤❡ r❡❝♦r❞ ♦❢ t❤❡
❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆❝t✉❛r✐❡s✱ ✸✹✱ ♣❛rt✳ ✶✱ ✭✻✾✮✿ ✶✹✲✷✵✳ ✭❏✉♥❡✮

❬✶✺❪ ❜❡❧❧✱ ✶✾✾✼✳ ✏❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❛♥❞ ❛ss❡ss✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛❣❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢❡rt✐❧✐t② ❛♥❞ ♠♦r✲
t❛❧✐t② r❛t❡s✳✑

❬✶✻❪ ❑✐♥❣✱ ●✳ ✶✾✵✽✳ ✏❖♥ t❤❡ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ▼♦rt❛❧✐t② ❚❛❜❧❡s ❢r♦♠ ❈❡♥s✉s ❘❡t✉r♥s ❛♥❞ ❘❡❝♦r❞s ♦❢ ❉❡❛t❤s✑✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆❝t✉❛r✐❡s✳ ✹✷✱ ✸✱ ✷✷✺✲✷✾✹✳✭❏❯▲❨✮✳

❬✶✼❪ ❙♣r❛❣✉❡ ❚✳ ❇✳ ✶✽✽✵✳ ✏❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦✈ ❛ ◆❡✇ ❋♦r♠✉❧❛ ❢♦r ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✑✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢
❆❝t✉❛r✐❡s ❛♥❞ ❆ss✉r❛♥❝❡ ▼❛❣❛③✐♥❡✱ ✷✷✱ ✹ ✱ ✷✼✵✲✷✽✺ ✭❏❯▲❨✮✳

❬✶✽❪ ❲✐❧♠♦t❤✱ ❏✳ ❘✳ ✶✾✾✸✳ ✏❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✜tt✐♥❣ ❛♥❞ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ▲❡❡✲❈❛rt❡r ♠♦❞❡❧ ♦❢
♠♦rt❛❧✐t② ❝❤❛♥❣❡✑✳

❬✶✾❪ ❊❧♦✱ ■✳❚✳✱ ❛♥❞ Pr❡st♦♥✱ ❙✳ ❍✳ ✶✾✾✷✳ ✏❡✛❡❝ts ♦❢ ❊❛r❧②✲▲✐❢❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ❆❞✉❧t ▼♦rt❛❧✐t②✿ ❆ ❘❡✈✐❡✇✑✳
P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ■♥❞❡①✱ ✺✽✱ ✷✱ ✶✽✻✲✷✶✷✳

❬✷✵❪ ❇❡♥❣tss♦♥✱ ❚✳ ❛♥❞ ❇r♦strö♠✱ ●✳ ✷✵✵✾✳ ✏❉♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❡❛r❧② ❧✐❢❡ ❛✛❡❝t ♦❧❞✲❛❣❡ ♠♦rt❛❧✐t② ❞✐r❡❝t❧② ❛♥❞
✐♥❞✐r❡❝t❧②❄ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ✶✾t❤✲❝❡♥t✉r② r✉r❛❧ ❙✇❡❞❡♥✑✳ ❙♦❝✐❛❧ s❝✐❡♥❝❡ ✫ ♠❡❞✐❝✐♥❡✳ ✻✽✭✾✮✿✶✺✽✸✲✾✵✳ ✭▼❛②✮✳
❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳s♦❝s❝✐♠❡❞✳✷✵✵✾✳✵✷✳✵✷✵✳ ❊♣✉❜ ✷✵✵✾ ▼❛r ✶✸✳

❬✷✶❪ ❘✐❝❤❛r❞s✱ ❙✳ ❏✳✱ ❑✐r❦❜②✱ ❏✳ ●✳ ✫ ❈✉rr✐❡✱ ■✳ ❉✳ ✷✵✵✻✳ ✑❚❤❡ ■♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❨❡❛r ♦❢ ❇✐rt❤ ✐♥ ❚✇♦✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
▼♦rt❛❧✐t② ❉❛t❛✑✳ ❇r✐t✐s❤ ❆❝t✉❛r✐❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✷ ✭■✮✱ ✺✲✻✶✳

❬✷✷❪ ❙❍❘❖❈❑✱ ❍✳❙✳✱ ❙■❊●❊▲✱ ❏✳❙✳ ❛♥❞ ❆ss♦❝✐❛t❡s ✭✶✾✾✸✮✳ ❵■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✿ ❙❡❧❡❝t❡❞ ●❡♥❡r❛❧ ▼❡t❤♦❞s✬✳ ❘❡❛❞✲
✐♥❣s ✐♥ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❱♦❧✳ ✶✿ ❇❛s✐❝ ❚♦♦❧s✳ ❙♦❝✐❛❧ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❈❡♥t❡r ✴ ❯◆ P♦♣✉✲
❧❛t✐♦♥ ❋✉♥❞✱ ❈❤✐❝❛❣♦✱ ♣♣✳ ✺✲✹✽✕✺✲✼✷✳

❬✷✸❪ ❩❤❡♥❣✉♦ ◗✐✉✱ ❩❤✐❝❤❛♥❣ ❏✐❛♥❣✱ ▼❡♥❣③❤❡ ❲❛♥❣✱ ❏✉❛♥✐t❛ ❍❛t❝❤❡r✳ ✷✵✶✵✳ ✏▲♦♥❣✲❚❡r♠ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s✿
❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❆❣❡✲P❡r✐♦❞❈♦❤♦rt ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s✑✳ Pr❡♣❛r❡❞ ❜② ❆❧❜❡rt❛ ❍❡❛❧t❤ ❙❡r✈✐❝❡s ❢♦r
t❤❡ ❈❛♥❛❞✐❛♥ P❛rt♥❡rs❤✐♣ ❆❣❛✐♥st ❈❛♥❝❡r✳

✷✼


