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▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ■♥t❡r♥❛❧ ❘❡✈❡♥✉❡ ❈♦❞❡ ✐♥ ❛

❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲❆❣❡♥t ❋r❛♠❡✇♦r❦✿ ❆♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦

❚❈❏❆∗

❘❛❝❤❡❧ ▼♦♦r❡† ❇r❛♥❞♦♥ P❡❝♦r❛r♦†

❆♣r✐❧ ✺✱ ✷✵✶✾

❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r

❆❜str❛❝t

▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ❢♦r t❛① ♣♦❧✐❝② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢t❡♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛❜✲

str❛❝t ❢r♦♠ t✇♦ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❯❙ t❛① ❝♦❞❡✿ s♣❡❝✐❛❧ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ❢♦r ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧

❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❥♦✐♥t t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡s❡ t❛① ❞❡✲

t❛✐❧s ❤❛s ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲❛❣❡♥t ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❞♦

t❤✐s ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽✮ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♠♦❞❡❧ t♦

✐♥❝❧✉❞❡ ❞✐st✐♥❝t ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠s s♦ t❤❛t t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ✐♥❝♦♠❡ ❞✐s✲

tr✐❜✉t❡❞ t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ ♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✳

❍♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ✐s t❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r

t❤❛t ❢✉❧❧② ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ✐♥❝♦♠❡ ❜❛s❡s ✇❤✐❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ ✐❞✲

✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❘❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡

❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡

t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥✲

❝♦♠❡✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ♦✉r ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞

❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✖ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ t❛① ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ r❡t✉r♥s

t♦ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✖ ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡♥t❧②

❡♥❛❝t❡❞ ✏❚❛① ❈✉ts ❛♥❞ ❏♦❜s ❆❝t✑✳ ❖✉r ✜♥❞✐♥❣s ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♥❣ ❢r♦♠ t❛①

❞❡t❛✐❧ ♠❛② ❝♦♠❡ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❝♦rr❡❝t❧② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♥❣

♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡s♣♦♥s❡s t♦ t❛① ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✳

❏❊▲ ❈♦❞❡s✿ ❈✻✸✱ ❊✻✷✱ ❍✸✵
❑❡②✇♦r❞s✿ ❞②♥❛♠✐❝ s❝♦r✐♥❣❀ t❛① ♣♦❧✐❝② ♠♦❞❡❧✐♥❣❀ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛❣❡♥ts

∗❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ❡♠❜♦❞✐❡s ✇♦r❦ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ❢♦r t❤❡ st❛✛ ♦❢ t❤❡ ❏♦✐♥t ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❚❛①❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛s
♠❡♠❜❡rs ♦❢ ❜♦t❤ ♣❛rt✐❡s ❛♥❞ ❜♦t❤ ❤♦✉s❡s ♦❢ ❈♦♥❣r❡ss ❝♦♠♣r✐s❡ t❤❡ ❏♦✐♥t ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❚❛①❛t✐♦♥✱ t❤✐s
✇♦r❦ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥str✉❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♠✐tt❡❡✳ ❚❤✐s ✇♦r❦
✐s ✐♥t❡❣r❛❧ t♦ t❤❡ ❏♦✐♥t ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❚❛①❛t✐♦♥ st❛✛✬s ✇♦r❦ ❛♥❞ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❛① ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✳

†❯✳❙✳ ❈♦♥❣r❡ss ❏♦✐♥t ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❚❛①❛t✐♦♥✱ ✺✵✷ ❋♦r❞ ❇✉✐❧❞✐♥❣✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉✳❈✳ ✷✵✺✶✺❀ ✭✷✵✷✮
✷✷✺✲✸✻✷✶❀ ❘❛❝❤❡❧✳▼♦♦r❡❅❥❝t✳❣♦✈✱ ❇r❛♥❞♦♥✳P❡❝♦r❛r♦❅❥❝t✳❣♦✈

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲❛❣❡♥t ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥ t♦♦❧s ❢♦r t❛① ♣♦❧✐❝②
❛♥❛❧②s✐s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ r✐❝❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞
✐♥❝♦♠❡ ✐s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s♠♦♦t❤ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥
❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s ❛♥❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s t❛①✲♣r❡❢❡rr❡❞ ❝❤♦✐❝❡s✳✶ ❚❤❡s❡ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠ ❛ ♠✐❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱
❛♥❞ t❤❡♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽❜✮
❡♠❜❡❞ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ✇✐t❤✐♥ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲❛❣❡♥t ♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢✱ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t
t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♠❛② ♦✈❡rs✐♠♣❧✐❢② t❛① ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡
❜② ❢❛✐❧✐♥❣ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❝❡rt❛✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s r❡❛❧✐③❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✐t✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
t❛① tr❡❛t♠❡♥ts ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ t❛① ❝♦❞❡✳ ■♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❛① ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✱ t❤❡ t❛①
❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ s❤♦rt✲ ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠✲r✉♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s t❤❛t
❞✐✈❡r❣❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① t❛① ❝♦❞❡✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✿
❚❤❡r❡ ❧❛❝❦s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧
✐♥❝♦♠❡ ✇❤✐❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❥♦✐♥t t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧
❛♥❞ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲❛❣❡♥t ♠♦❞❡❧s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ◆✐s❤✐②❛♠❛ ✭✷✵✶✺✮✱ ❑r✉❡❣❡r ❛♥❞ ▲✉❞✇✐❣ ✭✷✵✶✻✮✱ ❛♥❞ ❍♦❧t❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮✱
✇❤♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❛s❡ t❛①❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②
❢r♦♠ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r r❛t❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t②
❢r♦♠ ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❧✐tt❧❡
♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ t❤❛t ❛tt❡♠♣ts t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r
✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s✳ ❑✐t❛♦ ✭✷✵✶✵✮ ❛ss✉♠❡s ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s ❛r❡ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✱ ✇❤✐❧❡ ❉❡❇❛❝❦❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ t❛① ❜❛s❡s✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ●✉♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✱ ●✉♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ❍❡❛t❤❝♦t❡
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤✐s ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜② tr❡❛t✐♥❣ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧
✐♥❝♦♠❡ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❛s❡ ✇✐t❤ t♦t❛❧ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥✳
◆♦♥❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧
❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t❤❛t ♣♦❧✐❝②✲♠❛❦❡rs ❤❛✈❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❛① ♣♦❧✐❝② ♣r♦♣♦s❛❧s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦♣♦s❛❧s✱✷

t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳
❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r

❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❤❛s ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ✭❖▲●✮ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧s ❦❡② t❛①
♣r♦✈✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ■♥t❡r♥❛❧ ❘❡✈❡♥✉❡ ❈♦❞❡ ✭■❘❈✮ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡✳ ■♥ ❞♦✐♥❣ s♦✱
✇❡ ❡①♣❛♥❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽❜✮ ♠♦❞❡❧ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐st✐♥❝t ❝♦r♣♦r❛t❡
❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ❜✉s✐♥❡ss ❡♥t✐t✐❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s
✐s t❛①❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ♦t❤❡r s♦✉r❝❡s ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇s
✉s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥t♦ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞s✱ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱
✐♥t❡r❡st✱ ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s✱ ❡♥s✉r✐♥❣ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧
✐♥❝♦♠❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦r t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t❛①✲❡①❡♠♣t st❛t✉s
♦❢ ♣r❡❢❡rr❡❞ ✐♥t❡r❡st ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ r❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ q✉❛❧✐✜❡❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞s

✶❊❛st❡r❧② ❛♥❞ ❘❡❜❡❧♦ ✭✶✾✾✸✮✱ ●♦✉✈❡✐❛ ❛♥❞ ❙tr✉❛ss ✭✶✾✾✹✮✱ ❇é♥❛❜♦✉ ✭✷✵✵✷✮✱ ▲✐ ❛♥❞ ❙❛rt❡ ✭✷✵✵✹✮ ❛r❡
❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❙❡❡ ●✉♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ❢♦r ❛ r❡❝❡♥t s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡✐r ✉s❛❣❡✳

✷■♥ ✷✵✶✺ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❍♦✉s❡ ♦❢ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ❛❞♦♣t❡❞ ❛ ❵❞②♥❛♠✐❝ s❝♦r✐♥❣✬ r✉❧❡✱ ❳■■■✭✽✮✭❜✮✱
✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❥♦✐♥t ❈♦♥❝✉rr❡♥t ❇✉❞❣❡t ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ 114th ❈♦♥❣r❡ss ❛♥❞ r❡❛✣r♠❡❞
✐♥ t❤❡ ❍♦✉s❡ ❢♦r t❤❡ 115th ❈♦♥❣r❡ss✳ ❚❤✐s r✉❧❡ r❡q✉✐r❡s ❛ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ❢♦r ❝❡rt❛✐♥
♣r♦♣♦s❡❞ ❧❡❣✐s❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t②✳

✷



❛♥❞ ❣❛✐♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❛r❡ t❛①❡❞ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡
❜❛s❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■❘❈ ♣r♦✈✐s✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞
❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s ❛♥❞ t❛①✲♣r❡❢❡rr❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s✿ t❤❡ st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡✱
s♣❡❝✐❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ✐♥❝♦♠❡✱ ♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①❡♠♣t✐♦♥s✱ st❛♥❞❛r❞
❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❡❛r♥❡❞ ✐♥❝♦♠❡ ❝r❡❞✐t✱ ❝❤✐❧❞ t❛① ❝r❡❞✐t✱ ❤♦♠❡ ♠♦rt❣❛❣❡ ✐♥t❡r❡st ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱
st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ s❛❧❡s✱ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt② t❛① ❞❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱
♥❡t ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ▼❡❞✐❝❛r❡ s✉rt❛①❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❛r❡ ❝r❡❞✐t✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ❛♥❞ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ t❛① s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡❛❝❤ ✐♥ t✉r♥
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❖▲● ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ t❛① ❧❛✇ ❝❤❛♥❣❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t❧② ❡♥❛❝t❡❞ ✏❚❛① ❈✉ts ❛♥❞ ❏♦❜s ❆❝t✑ ✭❚❈❏❆✮✿ (i) t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛① ♣r♦✈✐✲
s✐♦♥s❀ ❛♥❞ (ii) t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ t❛① r❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳✸ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r
t❤❡ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡ ❤❛s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞ s❛✈✐♥❣s ❛♥❞ ❧❛❜♦r
s✉♣♣❧② ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ❜♦t❤ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❚❈❏❆ ♣r♦✈✐s✐♦♥s✱
✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ❝♦♠❜✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❥♦✐♥t t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❞❛♠♣❡♥❡❞ r❡✲
s♣♦♥s❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ t❛① s②st❡♠✳ ❋♦r
t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ t❛① r❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❢❡rr❡❞
❛♥❞ ♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦rt❢♦❧✐♦ r❡✲❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❧♦✇❡rs
❡✛❡❝t✐✈❡ t❛① r❛t❡s ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ✉♥❞❡r ❥♦✐♥t t❛①❛t✐♦♥✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r r❡s♣♦♥s❡ ♦❢
❧❛❜♦r s✉♣♣❧② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ t❛① s②st❡♠✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛❝r♦ss t❛① s②st❡♠s ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ t❛① r❡✈❡♥✉❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ r❡t✉r♥s t♦ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲❛❣❡♥t ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛♥❛❧②③❡ ❝❤❛♥❣❡s
t♦ t❛① ♣♦❧✐❝②✳

✷ ▼♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❖▲● ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧s ❦❡② ♣r♦✈✐✲
s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ■❘❈ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ✉t✐❧✐③❡
t❤❡ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦
✭✷✵✶✽❜✮✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ t✇♦✲❡♥t✐t② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s❡❝t♦r t♦ ♠♦❞❡❧ ❞✐st✐♥❝t ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞
♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ❜✉s✐♥❡ss❡s✳ ❯♥❧✐❦❡ ❛ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ❜✉s✐♥❡ss s❡❝t♦r ✖ ✇❤❡r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡
✐s ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s✱ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✖ t❤❡ t✇♦✲❡♥t✐t②
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❞✐st✐♥❝t ✢♦✇s ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞s✱ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ✉s t♦
❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✇❤✐❧❡ s✐✲
♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ t✇♦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
✜r♠s✱ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r②✱ ❛♥❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s ♠❛❦❡ s❛✈✐♥❣s✱
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❧❛❜♦r✱ ❧❡✐s✉r❡✱ ❛♥❞ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡
✜r♠s ❤✐r❡ ❧❛❜♦r ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ✜♥❛♥❝✐♥❣ t❤❡✐r ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛♥❞ ♣r♦✲
❞✉❝t✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❜t ❛♥❞ ❡q✉✐t②✳ ❚❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r②
♣♦♦❧s ❞❡♣♦s✐ts ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts ❢r♦♠ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s t♦ ♠❛❦❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ ❜✉s✐♥❡ss ❞❡❜t
❛♥❞ ❡q✉✐t②✱ ❝♦♥s✉♠❡r ❞❡❜t✱ ♠♦rt❣❛❣❡ ❞❡❜t✱ ♣✉❜❧✐❝ ❞❡❜t✱ ❛♥❞ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣✱ ♣❛ss✐♥❣ t❤❡

✸❙❡❡ ❏❈❚ ✭✷✵✶✼✮ ❢♦r ❛ ❧✐st ♦❢ ♣r♦✈✐s✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ P▲ ✶✶✺✲✾✼✱ ❝♦❧❧♦q✉✐❛❧❧② ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ✏❚❛① ❈✉ts
❛♥❞ ❏♦❜s ❆❝t✑✳

✸



r❡t✉r♥ ♦♥ t❤❡s❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❜❛❝❦ t♦ ❞❡♣♦s✐t✲❤♦❧❞✐♥❣ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❋❡❞❡r❛❧✱ st❛t❡✱ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧
❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❝♦❧❧❡❝t t❛①❡s ❢r♦♠ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞ ✜r♠s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ t♦ ♠❛❦❡ ❝♦♥s✉♠♣✲
t✐♦♥ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s✱ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥
♦❢ ♠♦rt❛❧✐t② r✐s❦✱ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t✳ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤
✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s s♦ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞
❣r♦✇t❤ ♣❛t❤ ✐♥ tr❡♥❞✲st❛t✐♦♥❛r② ❢♦r♠✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ♦❢ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽❜✮✳

✷✳✶ ❉❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s ❛♥❞ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s

❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ✜♥✐t❡❧②✲❧✐✈❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❤♦
❛r❡ ❡① ❛♥t❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❢❛♠✐❧② t②♣❡✱ s✐♥❣❧❡ f = s ♦r ♠❛rr✐❡❞ f = m✱ ❛❣❡✱
j = 1, . . . , J ✱ ❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡s✱ z = 1, . . . , Z✱ ❛♥❞ ❡♥❞♦✇♠❡♥t t②♣❡✱ e = 1, . . . , E✳
❙✉r✈✐✈❛❧ ✐s ❝❡rt❛✐♥ ✉♥t✐❧ r❡t✐r❡♠❡♥t ❛❣❡ j = R s✉❝❤ t❤❛t πj = 1 ❢♦r j = 1, . . . , R✱ ❛♥❞
t❤❡r❡❛❢t❡r ✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥✱ πj < 1 ❢♦r j = R+ 1, . . . , J − 1✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❣❡ J ✇❤❡r❡
πJ = 0✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦t❤❡r ❢♦r♠ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❣r♦✇
❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❛t t❤❡ ❣r♦ss r❛t❡ ♦❢ ΥP ✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✷ ♦❢ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽❜✮✳✹ ❋♦r ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ ❜r❡✈✐t②✱ ✇❡ ♦♥❧② s✉♠♠❛r✐③❡
✐t ❤❡r❡✿ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡✐r ❧✐❢❡t✐♠❡ ✉t✐❧✐t② s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡✐r ❜✉❞❣❡t✱ ❜♦rr♦✇✐♥❣✱
♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦✉s✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡② ❞❡r✐✈❡ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ♠❛r❦❡t ❝♦♥✲
s✉♠♣t✐♦♥✱ ❤♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s✱ ❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣ ✇❤✐❧❡ t❤❡② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡
❞✐s✉t✐❧✐t② ❛♥❞ ✐♥❝✉r ❝❤✐❧❞✲❝❛r❡ ❡①♣❡♥s❡s ❢r♦♠ ♠❛r❦❡t ✇♦r❦✳ ❍♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞
❢r♦♠ ❡✐t❤❡r ❛ r❡♥t❛❧ ✉♥✐t ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r②✱ ♦r ❢r♦♠ ❛♥ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞
❤♦♠❡✳ ❍♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❤♦✉rs ♥♦t s♣❡♥t ✐♥ ♠❛r❦❡t ✇♦r❦ ♦r ❧❡✐s✉r❡✳
❈❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣ ♦❝❝✉rs ❞✉❡ t♦ ❛ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ s♣❡❝✐✜❝ ✇❛r♠✲❣❧♦✇ ♠♦t✐✈❡✳ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s
s❛✈❡ ♦✈❡r t❤❡✐r ❧✐❢❡❝②❝❧❡ ❜② ❞❡♣♦s✐t✐♥❣ t❤❡✐r st♦❝❦ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts ✇✐t❤ ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r✲
♠❡❞✐❛r②✱ ✇❤♦ ♠❛❦❡s ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦♥ ❜❡❤❛❧❢ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ♣❛ss✐♥❣ ❛❧❧ r❡t✉r♥s ❜❛❝❦
t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♦♥❧② ❤❛s ♦♥❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❛❣❡ ❡❛r♥❡r✱ ♠❛rr✐❡❞
❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❤❛✈❡ ❜♦t❤ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r✐♠❛r② ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r② ❡❛r♥❡r✳ ❊❛❝❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡❛r♥❡r ✐♥
❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♠✉st ❡①✐t t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ❜② t❤❡ t✐♠❡ t❤❡② r❡❛❝❤ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s r❡t✐r❡♠❡♥t
❛❣❡✱ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❜❡❣✐♥ t♦ r❡❝❡✐✈❡ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ♣❛②♠❡♥ts ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡✐r ❧✐❢❡t✐♠❡
q✉❛❧✐✜❡❞ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✳ ❯♣♦♥ ❞❡❛t❤ ❛t ❛♥② ❛❣❡ ❧❡ss t❤❛♥ J ✱ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✇❡❛❧t❤
✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❛♣♣♦rt✐♦♥❡❞ t♦ ❡♥❞✲♦❢✲❧✐❢❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❛♥❞ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧ ❜❡q✉❡sts✳

✷✳✷ ❋✐r♠s

●♦♦❞s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ t✇♦ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ s❡❝t♦rs✱ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡✱
✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜ts✳ ❋✐r♠s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤
s❡❝t♦r ✜♥❛♥❝❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦♥❞s ❛♥❞ ❡q✉✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ ♣❡r❢❡❝t ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts✱ ❤✐r❡ ❧❛❜♦r ❢r♦♠ ♣❡r❢❡❝t ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡ts✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡s❡ ✐♥✲
♣✉ts t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♦✉t♣✉t ❛t ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✳ ❖✉t♣✉t ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r
✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♥✉♠ér❛✐r❡ ❣♦♦❞✳ ❆s ✐♥ ●❡r✈❛✐s ✭✷✵✵✷✮✱ ❋❡r♥á♥❡③✲❱✐❧❧❛✈❡r❞❡
❛♥❞ ❑r✉❡❣❡r ✭✷✵✶✵✮✱ ❛♥❞ ❈❤♦ ❛♥❞ ❋r❛♥❝✐s ✭✷✵✶✶✮✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣♦♦❞ ❝❛♥ ❝♦st❧❡ss❧② ❜❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❡❞ ❜② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞✱ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s✱ ♦r ❛
❧✐q✉✐❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡t✳

✹❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❛t ✉s❡❞ ✐♥ ▼♦♦r❡
❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽❜✮✳ ❈❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✶✳✶✳

✹



●r♦✇t❤ ✐♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ At✱ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❧❛❜♦r✲❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t♦ ❜❡ ❝♦♥✲
s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❣r♦✇t❤ ♣❛t❤✳ ■t ❡✈♦❧✈❡s ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ At+1 = ΥAAt✱ ✇❤❡r❡ ΥA = (1 + υA) ✐s t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❛♥♥✉❛❧ ❣r♦ss r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤✳ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ s❡❝t♦rs ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ✉s❡ ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡
❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

Y
q
t = Zq(Gt)

g(Kq
t )

α(AtN
q
t )

1−α−g ❢♦r q = c, n ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ Gt = G
fed
t +Gsl

t ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ♦✇♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❡❞✲
❡r❛❧✱ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✱ Kq

t ❛♥❞ N q
t ❛r❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♣r✐✈❛t❡

❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r q = c, n✱ ❛♥❞ Zq ✐s ❛ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❲❡ ❢♦❧❧♦✇ ▲②♥❞❡ ❛♥❞ ❘✐❝❤♠♦♥❞ ✭✶✾✾✷✮✱ ▲❛♥s✐♥❣ ✭✶✾✾✽✮✱ ❛♥❞ ❈❛ss♦✉ ❛♥❞ ▲❛♥s✐♥❣ ✭✶✾✾✽✮
✇✐t❤ ♦✉r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥♣✉ts ✐♥ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❡✲
t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡ ❢♦r ♣r✐✈❛t❡ ❢❛❝t♦rs✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r✐♦r s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦✉r t✇♦
✜r♠ ✲ s✐♥❣❧❡ ♦✉t♣✉t ❣♦♦❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❢❛❝t♦r ✐♥♣✉t
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡ts ❧❡❛❞s t♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡♥ts
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢✉❧❧② ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ✜r♠s✳

❆♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s s❤❛r❡ Λc
t < 1 ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛❧✲

✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r♦ss✲s❡❝t♦r ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❧❛❜♦r ✉♥❞❡r ♣❡r❢❡❝t ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡ts✱ ✐s ❡♠✲
♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ s❡❝t♦r ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ s❤❛r❡ Λn

t = 1 − Λc
t ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡

♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ s❡❝t♦r✳ ❈♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ❧❛❜♦r ✐♥♣✉ts ❛r❡ t❤❡♥ N c
t = Λc

tNt

❛♥❞ Nn
t = (1− Λc

t)Nt r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ♦♥❡✲♣❡r✐♦❞ t✐♠❡✲t♦✲❜✉✐❧❞ ❢♦r ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♣r✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧✱

s♦ t❤❛t t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❡r✐♦❞ ✐s ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐♥✈❡st✲
♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❡r✐♦❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s t❤❛t ❝❛✉s❡
❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦sts
s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ Ξt✿

K
q
t+1 = (1− δK)Kq

t + I
q
t − Ξq

t ❢♦r q = c, n ✭✷✳✷✮

Ξq
t =

ξK

2
(
I
q
t

K
q
t

−ΥPΥA + 1− δK)2Kq
t ❢♦r q = c, n ✭✷✳✸✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❜t ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ✉s❡❞ t♦ ✜♥❛♥❝❡ ✐♥✈❡st✲
♠❡♥t ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r ✐s ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✿

B
q
t = κ

b,qK
q
t ❢♦r q = c, n ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ Bq
t ✐s t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ ♥❡t st♦❝❦ ♦❢ ❞❡❜t ❤❡❧❞ ❜② t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜r♠ ✐♥

s❡❝t♦r q✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❞❡❜t r❛t✐♦ κb,q ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s✱ ✐ts ✈❛❧✉❡ ♠❛② ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ t♦
❝❤❛♥❣❡ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❛① ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ❞❡❡♠❡❞ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✜r♠ ✜♥❛♥❝✐♥❣
❞❡❝✐s✐♦♥s✳

✷✳✷✳✶ ❈♦r♣♦r❛t❡ ❙❡❝t♦r

❚❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠ ✜♥❛♥❝❡s ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ✇✐t❤ ❞❡❜t ✭❜♦♥❞s✮ ❛♥❞ ❡q✉✐t② ✭st♦❝❦ s❤❛r❡s✮✳
Pr♦✜t ✐s r❡♠✐tt❡❞ ❜❛❝❦ t♦ s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs t❤r♦✉❣❤ ❞✐✈✐❞❡♥❞s✳ ●❛✐♥s ❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦r♣♦r❛t❡ s❤❛r❡s ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❆s ✐♥ P♦t❡r❜❛ ❛♥❞ ❙✉♠♠❡rs ✭✶✾✽✹✮ ❛♥❞ ❍✉❜❜❛r❞

✺



❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✺✮✱ t❤❡ ❛❢t❡r✲t❛① r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥✈❡st♦r✲❤♦✉s❡❤♦❧❞ Rc
t ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ ❜♦t❤ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s gnsct ❛♥❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♦✉ts divt ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t✿

Rc
t =

(1− τ
g
t )gns

c
t + (1− τ dt )divt
V c
t

✭✷✳✺✮

✇❤❡r❡ τ
g
t ✐s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛❝❝r✉❛❧✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t t❛① r❛t❡ ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s✱ ❛♥❞ τ dt ✐s ❛♥

❛❣❣r❡❣❛t❡ t❛① r❛t❡ ♦♥ ❞✐✈✐❞❡♥❞s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠ ❛t t✐♠❡ t
✐s V c

t ✳ ❈❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜r♠ ❧❡ss t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♥❡✇
s❤❛r❡ ✐ss✉❡s✱ shrt✿

gnsct = V c
t+1 − V c

t − shrt ✭✷✳✻✮

❚❤❡ ✜r♠✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ t✐♠❡ ♣❛t❤ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ Kc
t ❛♥❞ ❤✐r❡ t❤❡

q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r ✐♥♣✉t N c
t t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✜r♠✬s ✈❛❧✉❡ ❛t t✐♠❡ t✳ ❘❡❛rr❛♥❣✲

✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✮ ❢♦r V c
t ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ ❣✐✈❡s t❤❡ ✜r♠✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❧♦✇✳

▲❡tt✐♥❣ βc
t ≡

1−τ
g
t

Rc
t+1−τ

g
t
✱ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠ ✇✐❧❧ ♠❛①✐♠✐③❡✿

V c
t (K

c
t ) = max

Nc
t ,K

c
t+1

(1− τ dt )divt − (1− τ
g
t )shrt

Rc
t + 1− τ

g
t

+ βc
tV

c
t+1(K

c
t+1) ✭✷✳✼✮

s✉❜❥❡❝t t♦✿

✶✳ ❛ ❝❛s❤ ✢♦✇ r❡str✐❝t✐♦♥✿

ernc
t +Bc

t+1 − Bc
t + shrt = divt + Ict + txlct + sltct , ∀s, ✭✷✳✽✮

✷✳ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮✱

✸✳ t❤❡ ❞❡❜t ✐ss✉❡s r✉❧❡ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✱ ❛♥❞

✹✳ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♦✉t r✉❧❡ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✾✮ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❧♦✇✳

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❛s❤ ✢♦✇ r❡str✐❝t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✮ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠✬s ✐♥tr❛✲
♣❡r✐♦❞ ✐♥✢♦✇s ✖ ❡❛r♥✐♥❣s ernc

t ✱ ♥❡✇ ❞❡❜t ✐ss✉❡s Bc
t+1 −Bc

t ✱ ❛♥❞ ♥❡✇ s❤❛r❡ ✐ss✉❡s shrt ✖
♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ♦✉t✢♦✇s ✖ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♠❡♥ts divt✱ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❝❛♣✐t❛❧
Ict ✳ ❢❡❞❡r❛❧ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s txlct ✱ ❛♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s sltct ✳

❆s ✐♥ ❩♦❞r♦✇ ❛♥❞ ❉✐❛♠♦♥❞ ✭✷✵✶✸✮ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♦✉t r❛t✐♦ κd ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
❡①♦❣❡♥♦✉s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤❡r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❡❛r♥✐♥❣s ernc

t ❧❡ss ❢❡❞❡r❛❧ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② txlct ✿

divt = κ
d(ernc

t − txlct ) ✭✷✳✾✮

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❞❡❜t t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦✱ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♦✉t r❛t✐♦ κd ♠❛②
❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ ♥❡✇ t❛① ♣♦❧✐❝② r❡❣✐♠❡✳

❈♦r♣♦r❛t❡ ❡❛r♥✐♥❣s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ r❡✈❡♥✉❡ ❢r♦♠ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❡ss ✇❛❣❡s ♣❛✐❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st
♣❛✐❞ ♦♥ ❞❡❜t✿

ernc
t = Y c

t − wtN
c
t − itB

c
t ✭✷✳✶✵✮

❈♦r♣♦r❛t❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❧❡✈❡❧ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡
❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡✱ τ ct ✱ t✐♠❡s t❤❡ t❛①❛❜❧❡ ❡❛r♥✐♥❣s ❜❛s❡ ❧❡ss ❝r❡❞✐ts✿

txlct = τ ct (Y
c
t − wtN

c
t − dedct)− crdct ✭✷✳✶✶✮

✻



✇❤❡r❡ dedct ❛♥❞ crd
c
t ❛r❡ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠✬s t❛① ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝r❡❞✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

▲❛st❧②✱ ❝♦r♣♦r❛t❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥❛❧ t♦ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❡❛r♥✐♥❣s ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✿

sltct = τ slct ernc
t ✭✷✳✶✷✮

✷✳✷✳✷ ◆♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ❙❡❝t♦r

❲❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐ss✉❡s ❞❡❜t ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡
✜r♠✱ s❤❛r❡s ♦❢ ❡q✉✐t② ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠ ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ ♥❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ dstt✳ ◆❡t
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❡❛r♥✐♥❣s t❤❛t ❛r❡ ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t♦
✜r♠✬s ♦✇♥❡rs ❛♥❞ t❛①❡❞ ❛t t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s♣❡❝✐❢② t❤❛t ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❡✇ ♦❢
t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥✈❡st♦r✲❤♦✉s❡❤♦❧❞✱ t❤❡ ❛❢t❡r✲t❛① r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ t♦ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠ ❡q✉✐t②✱
Rn

t ✱ ❞❡♣❡♥❞s ❜♦t❤ ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s✱ gnsnt ✱ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♥❡t
♦❢ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s dst− txln✿

Rn
t =

(1− τ
g
t )gns

n
t + dstt − txln

V n
t

✭✷✳✶✸✮

✇❤❡r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s ❛r❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠✿

gnsnt = V n
t+1 − V n

t ✭✷✳✶✹✮

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠ ✐s

❞❡r✐✈❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✸ ❢♦r✇❛r❞✳ ▲❡tt✐♥❣ βn
t ≡

(1−τ
g
t )

Rn
t +1−τ

g
t
✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡

♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥♣✉ts t♦ ♠❛①✐♠✐③❡✿

V n
t (K

n
t ) = max

Nn
t ,Kn

t+1

(

dstt − txln

Rn
t + 1− τ

g
t

)

+ βn
t V

n
t+1(K

n
t+1) ✭✷✳✶✺✮

s✉❜❥❡❝t t♦✿

✶✳ t❤❡ ❝❛s❤ ✢♦✇ r❡str✐❝t✐♦♥

ernn
t +Bn

t+1 − Bn
t = dstt + Int ∀s, ✭✷✳✶✻✮

✷✳ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮✱ ❛♥❞

✸✳ t❤❡ ❞❡❜t ✐ss✉❡s r✉❧❡ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✳

❆s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠✱ ❡❛r♥✐♥❣s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ r❡✈❡♥✉❡ ❧❡ss ✇❛❣❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st
♣❛②♠❡♥ts ♦♥ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❞❡❜t✿

ernn
t = Y n

t − wtN
n
t − itB

n
t ✭✷✳✶✼✮

❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② ❢♦r ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥❝♦♠❡ txlnt ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡
❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡✱ τnt ✱ t✐♠❡s t❤❡ t❛①❛❜❧❡ ❡❛r♥✐♥❣s ❜❛s❡ ❧❡ss ❝r❡❞✐ts✿

txlnt = τnt (Y n
t − wtN

n
t − dednt )− crdnt ✭✷✳✶✽✮

❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠✱ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠ ✐s ♥♦t ❧✐❛❜❧❡ ❢♦r t❛①❡s ❛t t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss✲
❡♥t✐t② ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ txlnt t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❡r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ❞✐r❡❝t❧②✳
❘❛t❤❡r✱ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t♦ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✲❧❡✈❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡②

✼



❛r❡ t❛①❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ♦t❤❡r ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❆
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡s❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧ ✐s
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳

✷✳✸ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ■♥t❡r♠❡❞✐❛r②

❚❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s❡❝t♦r ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢
✐♥✜♥✐t❡❧②✲❧✐✈❡❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ ♣♦♦❧ s❛✈✐♥❣s ❢r♦♠ ❤♦✉s❡✲
❤♦❧❞s ❛♥❞ ✐♥✈❡st ✐♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts ❛♥❞ r❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡ s❡❝t♦r ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❤❡r❡
✇✐t❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r②✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧✐❛❜❧❡ t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢♦r ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✲♦❢✲
♣❡r✐♦❞ ❞❡♣♦s✐ts Dt ♣❧✉s ❛ ♣♦rt❢♦❧✐♦ r❡t✉r♥ Dtr

p
t ✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❝♦❧❧❡❝t ♥❡✇ ❞❡♣♦s✐ts Dt+1 ❢♦r

✇❤✐❝❤ ✐t ❞❡❝✐❞❡s ❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♥❡✇ ❞❡♣♦s✐ts ♠❛② ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛❝r♦ss
❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ❡q✉✐t② V c

t+1 ❛♥❞ V n
t+1✱ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ❜♦♥❞s

Bc
t+1 ❛♥❞ Bn

t+1✱ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜♦♥❞s Bg
t+1✱ ❛♥❞ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② Hr

t ✳ ❚❤❡
❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ❛♥❞ ❜♦♥❞ ❤♦❧❞✐♥❣s ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Hr
t = (1− δr)Hr

t−1 + Irt ✭✷✳✶✾✮

B
q
t+1 = B

q
t +∆Bq

t , q = c, n, g ✭✷✳✷✵✮

✇❤❡r❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ✐s ❞❡♥♦t❡❞ Irt ✱
❛♥❞ ♥❡t ❜♦♥❞s ♣✉r❝❤❛s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❢r♦♠ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❝♦r♣♦r❛t❡✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲
❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ∆Bq

t , q = c, n, g✳
❲❤✐❧❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ❜♦♥❞s ②✐❡❧❞ ❛ ♣r❡t❛① r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ♦❢ it✱ ✇❡

❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜♦♥❞s ②✐❡❧❞s ❛ ❧♦✇✱ ✏s❛❢❡✑ ♣r❡t❛① r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥
ρt✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ t♦ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❞❡✜❝✐t t♦ ♦✉t♣✉t r❛t✐♦ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡✿

ρt = ̟ + ς exp

(

∆Bg
t

Yt
−

∆Bg
SS

YSS

)

✭✷✳✷✶✮

❚❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② r❡♥ts ❝✉rr❡♥t ❤♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ❛t ❛ ♣r✐❝❡ ♦❢ prt ❛♥❞ ✐♥❝✉rs ❡①♣❡♥s❡s ❢r♦♠
t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛st ♣❡r✐♦❞✬s r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ ❛t r❛t❡ δr✳

❚❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❞✐r❡❝t❧② ❤♦❧❞s ❡q✉✐t② ❛♥❞ ❜♦♥❞s ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲
❝♦r♣♦r❛t❡ s❡❝t♦rs✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜♦♥❞s ❛♥❞ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ❛ss❡ts✱ ❛❧❧ ♦❢ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ✜♥❛♥❝❡❞ ❜② ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❞❡♣♦s✐ts✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r②✬s ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❝❧✉❞❡s
❞✐✈✐❞❡♥❞s✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s✱ ✐♥t❡r❡st ❢r♦♠ ❜♦♥❞ ❤♦❧❞✐♥❣s✱ ❛♥❞ r❡♥t ♣❛②♠❡♥ts
♥❡t ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥✳ ❊①♣❡♥s❡s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣✉r❝❤❛s❡ ♦❢ ♥❡✇ ❞❡❜t✱ ❡q✉✐t② ♦r r❡♥t❛❧
❤♦✉s✐♥❣✱ ♣❧✉s t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛♥❞ r❡t✉r♥ ♦♥ ❞❡♣♦s✐ts r❡♠✐tt❡❞ ❜❛❝❦ t♦
❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳

❋♦r ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❡❛s❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r②✬s ✐♥❝♦♠❡ ❛s✿

Inct ≡ divt + dstt + gnsct + gnsnt + prtH
r
t − δrHr

t−1 + ρtB
g
t + itB

c
t + itB

c
t ✭✷✳✷✷✮

■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❞♦❡s ♥♦t ❞✐s❝♦✉♥t t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ s♦ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ♣r♦✜t
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

Πt =
∞
∑

s=t

Incs − (1+ rps)Dt −∆V c
s −∆V n

s −∆Bg
s −∆Bc

s −∆Bn
s −∆Hr

s−1 +Ds+1 ✭✷✳✷✸✮

✽



✇❤❡r❡ ∆Hr
t−1 ≡ Hr

t −Hr
t−1✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜②✿

Dt+1 = V c
t+1 + V n

t+1 +B
g
t+1 +Bc

t+1 +Bn
t+1 +Hr

t ∀t ✭✷✳✷✹✮

✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❡♥❞✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ st♦❝❦ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ♣❧✉s ❝✉rr❡♥t r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ♣r♦♣✲
❡rt② ❤❡❧❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t❤❡ ❡♥❞✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ st♦❝❦ ♦❢ s❛✈✐♥❣s ❞❡♣♦s✐t❡❞
❜② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❤❛s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦ ✉s❡ ❞❡♣♦s✐ts
t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❜❡❤❛❧❢ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ✐♥t❡r♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡✐r
❛❣❣r❡❣❛t❡ t❛① ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♥♦ ❛r❜✐tr❛❣❡
♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❡①✐st✳ ❚❤✐s ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❛❢t❡r✲t❛① ♠❛r❣✐♥❛❧ r❛t❡
♦❢ r❡t✉r♥ ❢r♦♠ ❛❝r♦ss ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ❡q✉✐t② ❛♥❞ ❞❡❜t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ r❡♥t❛❧
❤♦✉s✐♥❣✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡q✉❛❧✐③❡❞✿

Rc
t = Rn

t = (1− τ it )it = (1− τ rt )p
r
t − δr ✭✷✳✷✺✮

✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ♣r✐❝❡✿

prt =
(1− τ it )it + δr

(1− τ rt )
✭✷✳✷✻✮

✇❤❡r❡ τ it ❛♥❞ τ rt ❛r❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ♦♥ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ r❡♥t❛❧
✐♥❝♦♠❡✳

P❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t ✐♠♣❧✐❡s ❛ ✇✐t❤✐♥✲♣❡r✐♦❞ ③❡r♦✲♣r♦✜t ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r②✳ ❙❡tt✐♥❣ Πt = 0 ❢♦r s = t ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✸✮✱
✉s✐♥❣ t❤❡ ❜✉❞❣❡t✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✹✮ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡✱ ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r t❤❡ r❡t✉r♥
♦♥ ❞❡♣♦s✐ts ②✐❡❧❞s✿

r
p
tDt = Inct ✭✷✳✷✼✮

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♣r❡t❛① ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❚❤❡ ♣r❡t❛① ♣♦rt❢♦❧✐♦
r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ rpt ✐s r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ s❛✈✐♥❣s✱ ♦r ❝❤❛r❣❡❞ ❛s t❤❡ r❛t❡
♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❤♦ ❜♦rr♦✇✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥
✐♥✈❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❧❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥✳

✷✳✹ ●♦✈❡r♥♠❡♥t

✷✳✹✳✶ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ■♥❝♦♠❡ ❚❛①❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❡❞❡r❛❧ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s✱ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s✱ ♣❛②r♦❧❧ t❛①❡s✱ st❛t❡
❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛①❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ❜❡♥❡✜ts✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ♦✉r ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ iz,ft,j ❛s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r ✇♦r❦✐♥❣✲❛❣❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♦r t❤❡ s♦❝✐❛❧

s❡❝✉r✐t② ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r r❡t✐r❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ❛♥❞ az,ft,j ❛s t❤❡ ❞❡♣♦s✐ts ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts ❤❡❧❞ ❜②

t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ♦❢ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ s♦ t❤❛t rpt a
z,f
t,j ✐s t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥✲

❝♦♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t②♣❡s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② k ∈ {❞✐✈✐❞❡♥❞s✱
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐♥t❡r❡st✱ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s✱ r❡♥t❛❧ ✐♥❝♦♠❡}.

❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t t❛① ❜❛s❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ (z, f) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ s♣❡❝✐✜❝ ❵❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t✐♦✬
t♦ s❝❛❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✢♦✇ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❝♦♠❡ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ s✉❜❥❡❝t t♦ t❛①❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ χi,z,f

✉s❡❞ ❢♦r ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✱ ❛♥❞ χ
o,z,f
k ✉s❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t②♣❡✱ k✱ t❤❛t

✾



✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ♦r❞✐♥❛r②✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✱ îz,ft,j ✱ ❛♥❞ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss

♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ rpt â
o,z,f
t,j ✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

î
z,f
t,j ≡ χi,z,f i

z,f
t,j

r
p
t â

o,z,f
t,j ≡ r

p
t

(

∑

k

χ
o,z,f
k sot,k

)

a
z,f
t,j

✭✷✳✷✽✮

✇❤❡r❡ so,kt ✐s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t♦t❛❧ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r ♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t②♣❡ k✳ ❲❡
❝❛♥ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ ❛s✿

ord
z,f
t,j ≡ î

z,f
t,j + r

p
t â

o,z,f
t,j ✭✷✳✷✾✮

❚❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ♥♦t tr❡❛t❡❞ ❛s ♦r❞✐♥❛r② ✐s ✐♥st❡❛❞ tr❡❛t❡❞ ❛s
♣r❡❢❡rr❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ pciz,ft,j ✳ ❆❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ♣r❡❢❡rr❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t✐♦s χp,z,f
k ✿

pci
z,f
t,j ≡ r

p
t

(

∑

k

χ
p,z,f
k s

p

t,k

)

a
z,f
t,j ✭✷✳✸✵✮

✇❤❡r❡ sp,kt ✐s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t♦t❛❧ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t②♣❡ k ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s
♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Σk

(

sot,k + s
p

t,k

)

= 1✳ ❆ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬
t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② ♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡✐r t♦t❛❧ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ✐♥❝♦♠❡
❛♥❞ ❛ st❛t✉t♦r② r❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

cit
z,f
t,j = q(ordz,ft,j , pci

z,f
t,j ) ✭✷✳✸✶✮

❆ ❣✐✈❡♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ♥❡t t❛① ✐♥❝♦♠❡ ❧✐❛❜✐❧✐t② T z,f
t,j ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❛①❡s ♦✇❡❞ ♦♥ ♦r❞✐♥❛r②

✐♥❝♦♠❡✱ oitz,ft,j ✱ ♣❧✉s t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② ♦♥ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ citz,ft,j ✱ ♣❧✉s t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❛ss♦✲

❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙♦❝✐❛❧ ❙❡❝✉r✐t② s②st❡♠ ❢♦r r❡t✐r❡❡s✱ τ prt,j î
z,f
t,j ✱ ❧❡ss ❢❡❞❡r❛❧ tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts✱

trs
z,f
t,j ✱ ♣❧✉s st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s✱ sltz,ft,j ✳

T z,f
t,j = oit

z,f
t,j + cit

z,f
t,j + τ

pr
t,j î

z,f
t,j − trs

z,f
t,j + slt

z,f
t,j ✭✷✳✸✷✮

❍♦✉s❡❤♦❧❞ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② ♦♥ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡✱ oitz,ft,j ✱ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
st❛t✉t♦r② ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡✱ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝r❡❞✐ts✳ ❚❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❝❤♦✐❝❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t♦ ❛ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
t♦ ❜❡ ❛s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ■❘❈ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥s ♠♦❞❡❧❡❞✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t t❤❡ st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡✱ ❜✉t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❛❜✐❧✐t② ♦♥
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❛❢t❡r t❤❡s❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝r❡❞✐ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✳

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡ ♦♥ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ ❜❡❢♦r❡ t❛① ❝r❡❞✐ts✱ τ ot ✱ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐♥ t❤❡ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r✱ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ ordz,ft,j ✱ ❛♥❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s

ded
z,f
t,j ✳ ❉❡❞✉❝t✐♦♥s ✈❛r②✱ ❛s s♦♠❡ ❛r❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ♦♥❧②✱ ♦t❤❡rs ❝♦♥s✐❞❡r

❜r♦❛❞❡r ✐♥❝♦♠❡ s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ❛r❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❛①✲♣r❡❢❡rr❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s
♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✳ ❆❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✛❡❝t✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥
✷✳✸✺✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ r❡❢✉♥❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♦♠❡ ❝r❡❞✐ts✱ crdz,ft,j ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ✐♥❝♦♠❡

❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❝❤✐❧❞ ❝❛r❡ ❝♦sts✱ κz,ft,j ✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ♦r❞✐♥❛r②
✐♥❝♦♠❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

✶✵



oit
z,f
t,j = max

{

τ ot ord
z,f
t,j , 0

}

− crd
z,f
t,j − tra

z,f
t ✭✷✳✸✸✮

τ ot = τ (ordz,ft,j − ded
z,f
t,j ) ✭✷✳✸✹✮

ded
z,f
t,j = d(̂iz,ft,j , ord

z,f
t,j , pci

z,f
t,j , h

o
t,j, c

g
t,j) ✭✷✳✸✺✮

crd
z,f
t,j = c(̂iz,ft,j , ord

z,f
t,j , ded

z,f
t,j , pci

z,f
t,j , κ

z,f
t,j ) ✭✷✳✸✻✮

tra
z,f
t =











a(̂iz,ft,j ) ✐❢ nj > 0 ❛♥❞ f = s

a(̂iz,ft,j ) ✐❢ n1
j > 0 ❛♥❞ f = m

0 ♦t❤❡r✇✐s❡

✭✷✳✸✼✮

✇❤❡r❡ ❜♦❧❞ ❡♠♣❤❛s✐s ❞❡♥♦t❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✸✮✱ ✐s ❛ ♣r♦✲
❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ ✲ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥t traz,ft ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛
♥♦♥✲❞✐st♦rt✐♦♥❛r② ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ (z, f) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝
❣r♦✉♣ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❢❛❝❡ ❛ t❛r❣❡t ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡ ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢❡r ♠❛②
❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❣r♦✉♣s✱ ❛♥❞ ✐s ♦♥❧② ♥♦♥③❡r♦ ❢♦r ✇♦r❦✐♥❣
❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳

Pr❡❢❡rr❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ t❛①❡❞ ❛t ✈❛r✐♦✉s r❛t❡s✱ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧❡
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛✐♥s ❛♥❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞s✳ ❚❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣✱ ❧✐❦❡ t❤❛t ❢♦r ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ t❛①
❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❜❡ ❛s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ■❘❈ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❯♥❞❡r t❤✐s t❛①
s②st❡♠✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❛① ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡✐r r❡❛❧✐③❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✇❤❡♥
♠❛❦✐♥❣ t❤❡✐r ❥♦✐♥t ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❛♥❞ s❛✈✐♥❣s ❞❡❝✐s✐♦♥s✳

❲♦r❦✐♥❣ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♣❛② ✐♥t♦ t❤❡ ❙♦❝✐❛❧ ❙❡❝✉r✐t② ♣r♦❣r❛♠ ❛t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♣❛②r♦❧❧ t❛①
r❛t❡ ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛❧❧ t❛①❛❜❧❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ✉♣ t♦ ❛
s♣❡❝✐✜❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

τ
pr
t,j = p

(

î
z,f
t,j

)

✐❢ j ≤ R ✭✷✳✸✽✮

❚❤❡ ♣❛②r♦❧❧ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦t❤❡r t❤❛♥ ❛❣❡✳

✷✳✹✳✷ ❋❡❞❡r❛❧ ●♦✈❡r♥♠❡♥t

❚♦t❛❧ t❛①❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ T fed
t ≡ txlhht + txlct + txl

beq
t ✱ ❛r❡ t❤❡ s✉♠

♦❢ t❛① r❡❝❡✐♣ts ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ❢r♦♠ ❝♦r♣♦r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♦♥ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧ ❜❡q✉❡sts✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ r❡❝❡✐♣ts✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❜♦♥❞ ✐ss✉❡s✱ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❛♥❝❡ ♥♦♥✲✈❛❧✉❡❞
♣✉❜❧✐❝ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ Cfed

t ✱ ❝❛♣✐t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s✱ Ifedt ✱ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s
TR

fed
t ✳ ❚❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

I
fed
t + C

fed
t + TR

fed
t ≤ T

fed
t +B

g
t+1 − (1 + ρt)B

g
t ✭✷✳✸✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ❢❡❞❡r❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ❢♦❧❧♦✇s✿

G
fed
t+1 = (1− δg)Gfed

t + I
fed
t ✭✷✳✹✵✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✾✮ st❛t❡s t❤❛t ❢❡❞❡r❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ♦♥ ♥♦♥✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞
❝❛♣✐t❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t♦t❛❧ t❛① r❡✈❡♥✉❡ ♥❡t ♦❢ tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts ♣❧✉s ♥❡✇ ❞❡❜t

✶✶



✐ss✉❡s✱ Bg
t+1 − B

g
t ✱ ❧❡ss ✐♥t❡r❡st ♣❛✐❞ ♦♥ ♦❧❞ ❞❡❜t ρtB

g
t ✳ ❚♦ r✉❧❡ ♦✉t ❡①♣❧♦s✐✈❡ ❞❡❜t ♣❛t❤s✱

✇❡ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ♥♦✲P♦♥③✐ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

lim
k→∞

B
g
t+k

∏k−1
s=0(1 + ρt+s)

= 0 ✭✷✳✹✶✮

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t st♦❝❦ ♦❢ ❞❡❜t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t✲❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢
❛❧❧ ❢✉t✉r❡ ♣r✐♠❛r② s✉r♣❧✉s❡s ❛❧♦♥❣ ❛♥② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✳

❚♦t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❢r♦♠ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ txlhht ❝♦♥s✐st
♦❢ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❢r♦♠ ❜♦t❤ ♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞ ♣r❡❢❡rr❡❞ ✐♥❝♦♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❢r♦♠ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ❜✉s✐♥❡ss ❡♥t✐t✐❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣❛②r♦❧❧ t❛①❡s ❛♥❞ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ♦♥ s♦❝✐❛❧
s❡❝✉r✐t② ✐♥❝♦♠❡✿

txlhht =

∫

Z

∫

J

∑

f=s,m

(

oit
z,f
t,j + cit

z,f
t,j + τ

pr
t î

z,f
t,j

)

Ωz,f
t,j dj dz ✭✷✳✹✷✮

❚♦t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❢r♦♠ ❝♦r♣♦r❛t✐♦♥s✱ txlct ✱ ❛r❡ ❞❡✲
✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✶✮ ❛♥❞ r❡♣❡❛t❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✿

txlct = τ ct (Y
c
t − wtN

c
t − dedct)− crdct

❚❛①❡s ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♦♥ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧ ❜❡q✉❡sts ❧❡❢t ❜② ❞❡❝❡❛s❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❲❡ s♣❡❝✐❢② t❤❛t
t❤❡ t❛① r❛t❡ τ beqt ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ ❜❡q✉❡sts ❛♥❞ ✉♥r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❜❡♥❡❢❛❝t♦r ♦r ❜❡♥❡✜✲
❝✐❛r② ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ♦t❤❡r ✐♥❝♦♠❡✳ ▲❡tt✐♥❣ yt+1,j+1 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s
❡♥❞✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✇❡❛❧t❤ at+1,j+1 ❛♥❞ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ✇❡❛❧t❤ hot+1,j+1✱ t❛①❡s
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♦♥ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧ ❜❡q✉❡sts ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

txl
beq
t = τ

beq
t (1− Λ)

∫

Z

∫

J

(1− πj)
∑

f=s,m

yt+1,j+1Ω
z,f
t,j dj dz ✭✷✳✹✸✮

✇❤❡r❡ Λ ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❡♥❞✲♦❢✲❧✐❢❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❜② t❤❡
♥❡✇❧② ❞❡❝❡❛s❡❞✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ♣❛②♠❡♥ts t♦ r❡t✐r❡❡s✱ ssz,ft,j ✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s r❡❝❡✐✈❡ tr❛♥s❢❡r

♣❛②♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t trsz,ft,j ≡ trlt + lstt + trw
z,f
t,j ✇❤❡r❡✱ ❛s s♣❡❝✐✜❡❞

✐♥ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽❜✮✱ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❧✉♠♣✲s✉♠ tr❛♥s❢❡rs✱ ❧✉♠♣✲s✉♠ t❛①❡s✱
❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ tr❛♥s❢❡rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❣❣r❡❣❛t❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t tr❛♥s❢❡rs
t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

TR
fed
t =

∫

Z

∫

J

∑

f=s,m

(

ss
z,f
t,j + trs

z,f
t,j

)

Ωz,f
t,j dj dz ✭✷✳✹✹✮

✷✳✹✳✸ ❙t❛t❡ ❛♥❞ ▲♦❝❛❧ ●♦✈❡r♥♠❡♥t

❚♦t❛❧ t❛①❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t T sl
t ❛r❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢

t❛① r❡❝❡✐♣ts ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞ ❝♦r♣♦r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ r❡❝❡✐♣ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦
❜❡ s♣❡♥t ♦♥ ♥♦♥✲✈❛❧✉❡❞ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s
Csl

t ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ Islt ✳ ❲❡ s♣❡❝✐❢② ❛♥ ✐♥tr❛♣❡r✐♦❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞✲
❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t s✉❝❤ t❤❛t✿

Islt + Csl
t = T sl

t ✭✷✳✹✺✮

✶✷



✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ❢♦❧❧♦✇s✿

Gsl
t+1 = (1− δg)Gsl

t + Islt ✭✷✳✹✻✮

❚❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ♦✇❡❞ ❜② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛t t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❛①❛❜❧❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣✿

slt
z,f
t,j ≡ τ slt î

z,f
t,j + τ

slp
t hot,j ✭✷✳✹✼✮

✇❤❡r❡ τ slt ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r t❛① r❛t❡ t❛❦❡♥ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❞✉❝t✐❜❧❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧
✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ s❛❧❡s t❛① ❛♥❞ τ

slp
t ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡ ♦♥ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ♣r♦♣❡rt②✳

❚❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ♦✇❡❞ ❜② ❝♦r♣♦r❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ✇❡r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✷✳✶✷✮ ❜✉t r❡♣❡❛t❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✿

sltct = τ slct ernc
t

❆❣❣r❡❣❛t❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛①❡s ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

T sl
t =

∫

Z

∫

J

∑

f=s,m

slt
z,f
t,j Ω

z,f
t,j dj dz + sltct ✭✷✳✹✽✮

✷✳✺ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ tr❡♥❞✲st❛t✐♦♥❛r② tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✐♥❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞
❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ✉t✐❧✐t② s✉❜❥❡❝t t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥ts❀
❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s❀ ♣r♦✜t✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜② t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲
❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠s❀ ❛ s❡t ♦❢ ♣r✐❝❡s t❤❛t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❝r♦ss✲s❡❝t♦r ♣r✐❝❡✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❡❛r✐♥❣
✐♥ ❢❛❝t♦r✱ ❛ss❡t✱ ❛♥❞ ❣♦♦❞s ♠❛r❦❡ts❀ ❛♥❞ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❡t ♦❢ ♣♦❧✐❝② ❛❣❣r❡❣❛t❡s t❤❛t ❛r❡
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧✱ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✳ ❲❤❡♥ ✐♥
tr❡♥❞✲st❛t✐♦♥❛r② ❢♦r♠✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❣r♦✇t❤ ♣❛t❤✳

✸ ❇❛s❡❧✐♥❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥

❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❜♦t❤ ♥♦♥✲t❛① ❛♥❞ t❛① ♣♦❧✐❝② ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
❜♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ r❡❧② ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❏♦✐♥t ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❚❛①❛t✐♦♥s✬ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❚❛①
▼♦❞❡❧ ✭■❚▼✮ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛① r❡t✉r♥s ✜❧❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ■♥t❡r♥❛❧ ❘❡✈❡♥✉❡ ❙❡r✈✐❝❡ ✭■❘❙✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❜② t❤❡ ■❘❙ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ ■♥❝♦♠❡
✭❙❖■✮ ❉✐✈✐s✐♦♥✳✺ ■♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✈❛r② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛✱
r❡❝❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s t♦ ❝♦♥str✉❝t ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❛r❣❡t✐♥❣ t❤❡ ✷✵✶✼
❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ t❛① ❧❛✇ ❛s ❝❧♦s❡❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
st❡❛❞②✲st❛t❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■♥ ✉s✐♥❣ ✷✵✶✼ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ②❡❛r✱ ✇❡ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡
♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡✛❡❝ts ♦❢ P✉❜❧✐❝ ▲❛✇ ✶✶✺✲✾✼ ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ♦✉r ✐♥✐t✐❛❧ ❜❛s❡❧✐♥❡✳

✺❋♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏♦✐♥t ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❚❛①❛t✐♦♥✬s ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❚❛① ▼♦❞❡❧✱ s❡❡ ❏❈❚ ✭✷✵✶✺✮

✶✸



✸✳✶ ◆♦♥✲❚❛① P♦❧✐❝② P❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❚❛r❣❡ts

❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥✲
❡r❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ♦❢ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽❜✮❀ ❛♥② ❞❡✈✐❛✲
t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✶✳✶✳ ❙❡❧❡❝t ❡①♦❣❡♥♦✉s
♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ❆✶✱ ✇✐t❤ ❦❡② ❛❣❣r❡❣❛t❡ t❛r❣❡ts ❢♦r ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②✱
❜✉s✐♥❡ss ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤♦✉s✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛✲
❜❧❡s ❆✷ ❛♥❞ ❆✸✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s❡❝t♦r ❛♥❞ ♥♦♥✲t❛① ♣♦rt✐♦♥
♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥ ♦✉r ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❙❡❝t✐♦♥s ❆✳✶✳✷ ❛♥❞ ❆✳✶✳✸✳

✸✳✷ ❚❛① P♦❧✐❝② P❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❚❛r❣❡ts

❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧② t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦r♣♦r❛t❡
✐♥❝♦♠❡✱ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥❝♦♠❡✱ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ ✐♥❝♦♠❡✱ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ✐♥❝♦♠❡✱ ✐♥t❡r❡st ✐♥❝♦♠❡✱
❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s ❛r❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② s❡t t♦ t❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ■❚▼ ❢♦r ②❡❛r
✷✵✶✼✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✇❛❣❡ ❡①♣❡♥s❡✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠s ❛r❡
❛❜❧❡ t♦ ❞❡❞✉❝t ❢r♦♠ t❛①❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ t❤❡✐r ✐♥t❡r❡st ❡①♣❡♥s❡✱ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛ss❡ts✱
❛♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❛s❡❧✐♥❡✳ ❙♦ t❤❛t ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲
❝♦r♣♦r❛t❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♦✉t♣✉t ❡❛❝❤ ♠❛t❝❤ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❢♦r ✷✵✶✼✱
✇❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❛ ❧✉♠♣✲s✉♠ ❝r❡❞✐t✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠ ✇❡ t❛r❣❡t t❤❡ t❛①
❧✐❛❜✐❧✐t② t♦ ♦✉t♣✉t r❛t✐♦ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❈♦♥❣r❡ss✐♦♥❛❧ ❇✉❞❣❡t ❖✣❝❡ ✭❈❇❖✮ ✐♥ t❤❡ ❚❤❡

❇✉❞❣❡t ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❖✉t❧♦♦❦✿ ✷✵✶✼ t♦ ✷✵✷✼ ❢♦r ✷✵✶✼✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠ ✇❡
t❛r❣❡t t❤❛t r❛t✐♦ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ■❚▼ ❢♦r ✷✵✶✼✳

❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r✱ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ■♥t❡r♥❛❧ ❘❡✈❡♥✉❡ ❈♦❞❡ ♦❢ ✷✵✶✼✿ t❤❡ st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡

s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡✱ st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ s♣❡❝✐❛❧

tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ✐♥❝♦♠❡✱ ♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①❡♠♣t✐♦♥s✱ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❞✉❝✲

t✐♦♥✱ ❡❛r♥❡❞ ✐♥❝♦♠❡ ❝r❡❞✐t✱ ❝❤✐❧❞ t❛① ❝r❡❞✐t✱ ❤♦♠❡ ♠♦rt❣❛❣❡ ✐♥t❡r❡st ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ st❛t❡ ❛♥❞

❧♦❝❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ s❛❧❡s✱ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt② t❛① ❞❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ♥❡t ✐♥✈❡st✲

♠❡♥t ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ▼❡❞✐❝❛r❡ s✉rt❛①❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❛r❡ ❝r❡❞✐t✳

❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ♣r♦❞✉❝❡s ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①
❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ♦✉t♣✉t r❛t✐♦s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ■❚▼ ❢♦r ❡❛❝❤
❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t②♣❡ ❢♦r ✷✵✶✼✱ ✇❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❝♦♠♣✉t❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t✐♦s
χ
o,z,f
k ❛♥❞ χp,z,f

k ♦✈❡r t❤❡ k ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳✻ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② s❝❛❧❡❞ ♦✈❡r t❤❡ z
❞✐♠❡♥s✐♦♥ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❛①❛❜❧❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ■❚▼
❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝✳

❚❤❡ s❤❛r❡ t♦t❛❧ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✐♥❝♦♠❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t②♣❡ k t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞
❛s ♦r❞✐♥❛r②✱ sot,k✱ ♦r ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✱ s

p

t,k✱ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ t❡r♠s✳ ▲❡t µt,k

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s s❤❛r❡ ♦❢ t♦t❛❧ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t②♣❡ k✱
s♦ t❤❛t

∑

µk = 1✳ ◆❡①t✱ ❧❡t µ̄o
t,k ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s s❤❛r❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡

t②♣❡ k t❤❛t ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ♦r❞✐♥❛r② ❢♦r t❛① ♣✉r♣♦s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ■❚▼ ❢♦r
✷✵✶✼✳ ❚❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ s❤❛r❡s ❢♦r ❡❛❝❤ k ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

sot,k = µ̄o
t,kµt,k

s
p

t,k = (1− µ̄o
t,k)µt,k

✻◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥t❡r♥❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡
✜r♠ ❛t t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss✲❡♥t✐t② ❧❡✈❡❧ ♠❛t❝❤ t❤♦s❡ r❡♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳

✶✹



✇❤❡r❡ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Σk

(

sot,k + s
p

t,k

)

= 1 ❤♦❧❞s✳

❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ❢♦r ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ χi,z,f ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✇❛❣❡s ✐♥
❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ✐♥❝♦♠❡ t♦ ❛ ◆■P❆✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❡❛❝❤ (z, f) ❞❡♠♦✲
❣r❛♣❤✐❝ ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ■❚▼✳✼ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❢❡❞❡r❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛① r❛t❡s
❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥ ❡❛❝❤ (z, f) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛t❝❤ t❤♦s❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❜② t❤❡ ■❚▼✱ ✇❡ s❡t traz,f ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ♦❢ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽❜✮✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❖❆❙❉■ ♣♦rt✐♦♥
♣❛②r♦❧❧ t❛① r❛t❡ ♦❢ ✶✷✳✹✪ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ✉♣ t♦ t❤❡ ✷✵✶✼ t❛①✲❧❛✇ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡
❖❆❙❉■✲t❛①❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ❜❛s❡ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛❝r♦ss t❛①♣❛②❡rs s♦ t❤❛t ♣❛②r♦❧❧ t❛①
r❡❝❡✐♣ts r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♦✉t♣✉t ❛r❡ ❛❜♦✉t ✹✳✹✪ ❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❈❇❖ ❢♦r ✷✵✶✼✳

❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts trsz,fj ✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❛① r❛t❡ ♦♥ ❜❡q✉❡sts

τ beq✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛① r❛t❡ τ sl ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ♦❢ ▼♦♦r❡ ❛♥❞
P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽❜✮✱ ✉s✐♥❣ ②❡❛r ✷✵✶✼ t❛r❣❡ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤♦s❡ ❢r♦♠ ✷✵✶✽ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞②
st❛t❡ ❜❛s❡❧✐♥❡✳ ❚❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② t❛① r❛t❡ τ slp ✐s s❡t t♦ 0.0105×0.7174 = 0.0075✱
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦♣❡rt② t❛① r❛t❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ st❛t❡✲❧❡✈❡❧
❡st✐♠❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❍♦♠❡❜✉✐❧❞❡rs ❢♦r ✷✵✶✵✲✷✵✶✹✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ t❤❛t ✐s ♥♦t ❝♦♥s✉♠❡r ❞✉r❛❜❧❡s ❛s r❡♣♦rt❡❞ ❜② ◆■P❆
❢♦r ✷✵✵✼✲✷✵✶✻✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛① r❛t❡ ♦♥ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥❝♦♠❡ τ slc ✐s
❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② s❡t t♦ t❛r❣❡t ❛ r❛t✐♦ ♦❢ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥❝♦♠❡ t❛① r❡❝❡✐♣ts t♦
♦✉t♣✉t ✵✳✵✵✸✽✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✷✵✵✼✲✷✵✶✻ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ◆■P❆ ❡st✐♠❛t❡s✳

✹ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❍♦✉s❡❤♦❧❞✲❧❡✈❡❧ ❚❛① ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ t❛① s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❈❚❙✮ ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞✲❧❡✈❡❧ ✐♥❝♦♠❡
t❛① tr❡❛t♠❡♥t✱ ✉s❡❞ ❢♦r ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r✳ ❲❡ s♣❡❝✲
✐❢② t❤✐s t❛① s②st❡♠ t♦ ❡①❤✐❜✐t t❤r❡❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ♦❢
t❛① ♣♦❧✐❝②✿ (i) s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ♦♥
❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡❀ (ii) ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ tr❡❛t❡❞ ❛s s❡♣❛r❛t❡ t❛① ❜❛s❡s❀ (iii) ❝❛♣✲
✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢♦r♠✱ ✇✐t❤♦✉t ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❜✉s✐♥❡ss✱
✐♥t❡r❡st✱ ❞✐✈✐❞❡♥❞✱ ♦r ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s ❢♦r ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ t❛① tr❡❛t♠❡♥t✳

❆s ✐♥ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽❜✮✱ ❢♦r t❤❡ t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ✇❡ s♣❡❝✐❢② t❤❡
❇é♥❛❜♦✉ ✭✷✵✵✷✮ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♠♠♦♥❧②✲✉s❡❞ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ t❤❛t ❣❡♥❡r✲
❛t❡s s♠♦♦t❤ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡s ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ♦✈❡r ✐♥❝♦♠❡ ✭●✉♥❡r ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✹❀ ❍❡❛t❤❝♦t❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀ ❍♦❧t❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾✮✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥✲
t✐❛❜❧❡✱ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡s t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❡❢✉♥❞❛❜❧❡ t❛① ❝r❡❞✐ts✱
❛♥❞ ✐s ❡❛s✐❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛①
r❛t❡ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡ ❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ■t t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

wit
z,f
t,j = î

z,f
t,j − λ

f
1 (̂i

z,f
t,j )

1−λ
f
2 ✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ λf1 ❛♥❞ λ
f
2 ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ t♦❣❡t❤❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r✲

❛❣❡ t❛① r❛t❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ❢❛♠✐❧②
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❆✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡s ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ❜② ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ✲ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽❜✮✱ ✇❤❡r❡ ❛ ✉♥✐q✉❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡❛❝❤ ❢♦r ✇♦r❦✐♥❣ s✐♥❣❧❡✱ ✇♦r❦✐♥❣ ♠❛rr✐❡❞✱ r❡t✐r❡❞ s✐♥❣❧❡✱ ❛♥❞ r❡t✐r❡❞

✼❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✶✳✶ ❢♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆■P❆✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣t✳

✶✺



♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡ ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❛
♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❛ss❡t ❤♦❧❞✐♥❣s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❛ss❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
f(at|f, j)✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❣❡✳✽ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬
t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ✈❛r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✈❡r t❤❡✐r ❧✐❢❡❝②❝❧❡✱ t♦ ❜❡ ✐♥✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡✐r ♣❡r♠❛♥❡♥t ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ t❛❦❡s ❛
q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠✿

τat = q0
f
j + q1

f
j (a

z,f
t,j ) + q2

f
j (a

z,f
t,j )

2 ✭✹✳✷✮

❲❤✐❧❡ ♣❛②r♦❧❧ t❛①❡s ❛r❡ ❧❡✈✐❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✽✮✱
t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❙❡❝✉r✐t② ❙❡❝✉r✐t② ✐♥❝♦♠❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② r❡t✐r❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s
✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ✉s✐♥❣ (z, f) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ s♣❡❝✐✜❝ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❛t
✐♥❝♦♠❡✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ t❛① r❛t❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡t✐r❡♠❡♥t s②st❡♠ ❛s τ prt,j

τ
pr
t,j =







p
(

î
z,f
t,j

)

✐❢ j ≤ R

r
(

ss
z,f
t,j

)

✐❢ j > R
✭✹✳✸✮

❯♥❞❡r t❤✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t❛① s②st❡♠✱ t♦t❛❧ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

T z,f
t,j = wit

z,f
t,j + τat ã

z,f
t,j r

p
t + τ

pr
t,j î

z,f
t,j − tra

z,f
t − trs

z,f
t,j + slt

z,f
t,j ✭✹✳✹✮

✇❤❡r❡ trsz,ft,j ❛r❡ ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷ ❛♥❞ sltz,ft,j ✐s ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✼✮✳

❚❤❡ tr❛♥s❢❡rs traz,ft ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♥♦♥✲❞✐st♦rt✐♦♥❛r② ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❛r❣❡t✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡ ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r (z, f) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r♦✉♣ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✳

❋♦r ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇é♥❛❜♦✉ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ r❡t✐r❡♠❡♥t t❛① ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❛t str❛t❡❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶
❛♥❞ ✹✳✶ ♦❢ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽❜✮ ✇❤✐❧❡ ❝❤♦♦s✐♥❣ ✷✵✶✼ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ②❡❛r ♦✈❡r ✷✵✶✽✳

✺ P♦❧✐❝② ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❲❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❡ts ♦❢ t❛①
❝❤❛♥❣❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t❧② ❡♥❛❝t❡❞ ✏❚❛① ❈✉ts ❛♥❞ ❏♦❜s ❆❝t✧✿ (i) t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s❀ ❛♥❞ (ii) t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ r❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ✭■❚❈✮ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
t❛① s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❈❚❙✮ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ❡❛❝❤ ✐♥ t✉r♥✱ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧
st❡❛❞② st❛t❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✷✵✶✼ t❛① ❧❛✇✳ ❚❈❏❆ ♣r♦✈✐s✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② t♦
❢♦❝✉s ♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ ❢❡❛t✉r❡s✿ (i) t❤❡ t❛① ❞❡t❛✐❧ ❢♦r ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛① ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ (ii) ❞✐st✐♥❝t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t②♣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❥♦✐♥t
t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ r❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳

■♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ■❚❈ ❛♥❞ t❤❡ ❈❚❙ t❛① s②st❡♠s✱ ✇❡ ✜rst ❧♦♦❦ ❛t ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥
❤♦✉s❡❤♦❧❞✲❧❡✈❡❧ ❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡s❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s t♦ t❤❡✐r ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥✲
s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❲❡ r❡♣♦rt ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✈❡r t❤❡ ✜rst t❡♥ ②❡❛rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧✐❝②
❝❤❛♥❣❡ t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❵❜✉❞❣❡t ✇✐♥❞♦✇✬ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❈♦♥❣r❡ss t♦
✐♥❢♦r♠ ❧❡❣✐s❧❛t✐✈❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣✳

✽❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢❛❝❡ t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ♦♥ ❞❡♣♦s✐ts ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t✐♦s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝❛♣✐t❛❧
✐♥❝♦♠❡✱ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❜② ❝❛♣✐t❛❧ ❛ss❡ts ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❜② t❛①❛❜❧❡
❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✳

✶✻



❆s ✐♥ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽❜✮✱ t❤❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇
t❛① ♣♦❧✐❝② ♦❝❝✉rs ✐♥ ❵②❡❛r ✶✬✱ ❛♥❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❵②❡❛r ✵✬ ✐♥✐t✐❛❧
st❡❛❞② st❛t❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✱ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❢✉t✉r❡ t✐♠❡ ♣❛t❤ ♦❢ ♣♦❧✐❝② ❛♥❞ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❋❡❞❡r❛❧ ❜✉❞❣❡t ❞❡✜❝✐ts ♦r
s✉r♣❧✉s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡✇ ♣♦❧✐❝② ❛r❡ ✜♥❛♥❝❡❞ ❜② ❜♦rr♦✇✐♥❣ ♦r ✉s❡❞ t♦ ♣❛② ❞♦✇♥
❡①✐st✐♥❣ ❞❡❜t ❢♦r t❤❡ ✜rst ✸✵ ②❡❛rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧
❜✉❞❣❡t ✐s ♦♥ ❛ s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ❞❡❜t ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❛s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② r❡❛❝❤❡s ❛ ✜♥❛❧ st❡❛❞②
st❛t❡✱ ❛❞❥✉st♠❡♥ts t♦ ♥♦♥✲✈❛❧✉❡❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❛♥❞ ❧✉♠♣✲s✉♠
tr❛♥s❢❡rs ❛r❡ ♣❤❛s❡❞ ✐♥ ♦✈❡r ②❡❛rs ✸✶ t❤r♦✉❣❤ ✹✵✳✾

✺✳✶ ❈❛❧✐❜r❛t✐♥❣ ❚❛① ■♥str✉♠❡♥ts ❢♦r P♦❧✐❝② ❈❤❛♥❣❡s

❇♦t❤ t❤❡ ■❚❈ ❛♥❞ t❤❡ ❈❚❙ ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡
r❡❧❡✈❛♥t t❛① ✐♥str✉♠❡♥ts ✇❤✐❧❡ ❤♦❧❞✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✐♥❝♦♠❡✱ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ❛♥❞ ❝❤♦✐❝❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ ♣r❡s❡♥t✲❧❛✇ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t
❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤✉s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❵❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❡❢✲
❢❡❝t✬✳✶✵ ❋♦r ❡❛❝❤ t❛① s②st❡♠✱ t❛① ✐♥str✉♠❡♥ts ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ t❛r❣❡t t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ♦✈❡r ✷✵✶✽✲✷✵✷✼ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❏❈❚ ✭✷✵✶✼✮✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐✛❡r ❛❝r♦ss t❛① s②st❡♠s ❛s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✱ t❛① ❝❤❛♥❣❡s ❛t t❤❡ ✜r♠ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧ ❛r❡ ♠❛❞❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡r
❜♦t❤ t❤❡ ■❚❈ ❛♥❞ t❤❡ ❈❚❙✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ♦♥
❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥❝♦♠❡✱ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥❝♦♠❡✱ ✐♥t❡r❡st ✐♥❝♦♠❡✱ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s✱ ❛♥❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞s
✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ t❛r❣❡t t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ❞✉❡ t♦ ❡❛❝❤
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ r❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s s♦♠❡ x ❞♦❧❧❛rs ♦✈❡r t❤❡ ❜✉❞❣❡t✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ τ ct
✐s ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ✇✐t❤✐♥✲♠♦❞❡❧ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ♦❢ x ❞♦❧❧❛rs ♦✈❡r t❤❡ ❜✉❞❣❡t ✇✐♥❞♦✇✱
❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦r♣♦r❛t❡ t❛① ❜❛s❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❆♥② ❝❤❛♥❣❡s t♦
❞❡❞✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝r❡❞✐ts ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✜r♠s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r✳

✺✳✶✳✶ ■♥t❡r♥❛❧ ❚❛① ❈❛❧❝✉❧❛t♦r

❈❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞
✐♥ t❤❡ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦✈✐s✐♦♥s ✐♥ ❚❈❏❆✱ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡
s❝❤❡❞✉❧❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ st❛t✉✲
t♦r② t❛① r❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✉♥❞❡r ❚❈❏❆✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❤❛♥❣❡s ♠❛❞❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❛①
❝❛❧❝✉❧❛t♦r✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t✇♦ ❢✉rt❤❡r ❛❞❥✉st♠❡♥ts✿ ❋✐rst✱ ✇❡ ❛❞❥✉st tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts traz,ft

t♦ t❛r❣❡t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ❛❝r♦ss (z, f) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s ❛s
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ■❚▼ ♦✈❡r t❤❡ ❜✉❞❣❡t ✇✐♥❞♦✇✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❛❞❥✉st t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t✐♦s
❢♦r ❜♦t❤ ♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ χo,z,f

k ❛♥❞ χp,z,f
k ✱ t♦ t❛r❣❡t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

❜✉❞❣❡t✲✇✐♥❞♦✇ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤❡s❡ ❛❞❥✉st✲
♠❡♥ts ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✇❡ ♠❛t❝❤ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡
❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛❝r♦ss ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s ❛♥❞ t②♣❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡✳

✾❉❡❧❛②❡❞ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ✜s❝❛❧ ✐♥str✉♠❡♥ts t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ✜s❝❛❧ s✉st❛✐♥❛❜✐❧✐t② ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ✇✐t❤✐♥✲
❜✉❞❣❡t✲✇✐♥❞♦✇ ♥♦✐s❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❵✜s❝❛❧ ❝❧♦s✉r❡✬ r✉❧❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❙❡❡ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦
✭✷✵✶✽❛✮ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

✶✵❚❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❛① r❡❝❡✐♣ts ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✉♥❞❡r ❛
♣r❡s❡♥t ❧❛✇ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❢♦r❡❝❛st✱ ❤♦❧❞✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❣r♦ss ♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✳ ❙❡❡ ❏❈❚ ✭✷✵✶✶✮ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

✶✼



✺✳✶✳✷ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❚❛① ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

❈❤❛♥❣❡s t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❛❜♦r
✐♥❝♦♠❡ ❛r❡ ♠❛❞❡ ❜② r❡✲♣❛r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❇é♥❛❜♦✉ ✭✷✵✵✷✮ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♠❛t❝❤ t❤♦s❡
❝❤❛♥❣❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ■❚▼ ❢♦r ❡❛❝❤ f ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♦✈❡r t❤❡
❜✉❞❣❡t ✇✐♥❞♦✇✳ ❲❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs {λf1 , λ

f
2} t♦ ❜❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ r❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦✈❡r t❤❡ ❜✉❞❣❡t ✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢❡rs
tra

z,f
t ✱ s❡t t♦ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❈❚❙✱ ❛r❡ s❡t t♦ t❛r❣❡t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ❛❝r♦ss (z, f) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ■❚▼✳
❈❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛r❡ ♠❛❞❡ ❜② r❡✲❡st✐♠❛t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✹✳✷✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡s ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ■❚▼ ❢♦r ❡❛❝❤ (f, j) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♦✈❡r t❤❡ ❜✉❞❣❡t ✇✐♥❞♦✇✳ ❲❡ s❝❛❧❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛♥❣❡
✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡s t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ❞✉❡ t♦
❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s✳

✺✳✷ P♦❧✐❝② ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶✿ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❚❛① Pr♦✈✐s✐♦♥s ♦❢ ❚❈❏❆

❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❡♥❛❝t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚✐t❧❡ ■ ♦❢ ❏❈❚
✭✷✵✶✼✮✱ ♠♦st ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝❛♠❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ ✷✵✶✽ ❛♥❞ ❛r❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ t♦ s✉♥s❡t
✐♥ ✷✵✷✺✳ ❑❡② ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥s✱ ❛❧❧ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✇✐t❤ t❤❡ t❛①
❝❛❧❝✉❧❛t♦r✱ ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ st❛t✉t♦r② r❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦♥ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡✱ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐t❡♠✐③❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ✷✵✪ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ q✉❛❧✐✜❡❞
❜✉s✐♥❡ss ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ ❡♥t✐t✐❡s✱ r❡♣❡❛❧ ♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧ ❡①❡♠♣t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝❤✐❧❞ t❛① ❝r❡❞✐t✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❧♦ss ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛① ❝❤❛♥❣❡s
✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ $1.126 tr✐❧❧✐♦♥ ♦✈❡r ✜s❝❛❧ ②❡❛rs ✷✵✶✽✲✷✵✷✼ ✐♥ ❏❈❚ ✭✷✵✶✼✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
♠❛t❝❤❡❞ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❤❡ ■❚❈ ❛♥❞ ❈❚❙ t❛① s②st❡♠s✳

✺✳✷✳✶ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❇❡❤❛✈✐♦r

❚❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡s ♦♥ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❛r ❞♦✉❜❧✐♥❣
♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❞r✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♠✐❝r♦✲❧❡✈❡❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛❝r♦ss t❛① s②st❡♠s✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ st❛t✉t♦r② r❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡s ♦♥
♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r t❤♦s❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❤♦ ❤❛❞ t❛①❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✱
t❤❡ ❧❛r❣❡r st❛♥❞❛r❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❡①♣❛♥❞s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✏③❡r♦ ❜r❛❝❦❡t✑ ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐t❤♦✉t
t❛①❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡s t❤❡ t❛① ❜❛s❡ ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐t❤ t❛①❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❤♦ t②♣✐❝❛❧❧② ❡❛r♥ ❛♥♥✉❛❧ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❛r♦✉♥❞ ♦r ❜❡❧♦✇ t❤❡
❡①♣❛♥❞❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♠♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❛s❡❧✐♥❡✱ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❛❜♦r ❤♦✉rs
♦✈❡r ✷✵✶✽✲✷✵✷✺✶✶ ❜② ✵✳✻✪ ❢♦r s✐♥❣❧❡s ❛♥❞ ✷✳✶✪ ❢♦r ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❜❛s❡❧✐♥❡
✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈❀ t❤❡s❡ ❣r♦✉♣s ❞❡❝r❡❛s❡ ❤♦✉rs ❜② ✲✵✳✻✪ ❛♥❞ ✲✶✳✷✪ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❈❚❙✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✖ ♠✐❞❞❧❡✲ t♦ ❤✐❣❤✲♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
t②♣❡s ✖ ❝❤❛♥❣❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❤♦✉rs ❜② ✲✵✳✶✪ ❛♥❞ ✶✳✺✪ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✱ ❛♥❞ ❜②
✵✳✶✪ ❛♥❞ ✷✳✶✪ ✉♥❞❡r t❤❡ ❈❚❙ ♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧❡r ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②
r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❤✐❣❤✲♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇♦r❦❡rs ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❥♦✐♥t t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r
❛♥❞ ♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s t❛① ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❛♠♣❡♥
t❤❡ s❛✈✐♥❣s r❡s♣♦♥s❡ ✇❤❡♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳

❚❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❤♦
✐t❡♠✐③❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

✶✶❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤✐s s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ✇✐♥❞♦✇ ❛s t❤❡ t❡♠♣♦r❛r② ♣r♦✈✐s✐♦♥s s✉♥s❡t ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ ✷✵✷✻✳

✶✽



✐t❡♠✐③❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ❢♦r t❤♦s❡ st✐❧❧ ✐t❡♠✐③✐♥❣✳ ❚♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡s❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ♠♦st ❞✐r❡❝t❧②
❛✛❡❝t t❤❡ t❛①✲♣r❡❢❡rr❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❤✐❣❤✲✐♥❝♦♠❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❤♦ ❛r❡ ♠♦r❡
❧✐❦❡❧② t♦ ✐t❡♠✐③❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ❢♦r ❤♦♠❡ ♠♦rt❣❛❣❡ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✱ t❤❡s❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢❛❝❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ♣✉r❝❤❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧❡r ❤♦♠❡s✱
♦r r❡♠❛✐♥ ✐♥ ❛ r❡♥t❛❧ ✉♥✐t ❧♦♥❣❡r ❜❡❢♦r❡ ❜✉②✐♥❣ ❛ ❤♦♠❡✱ ❛♥❞ t♦ r❡❞✉❝❡ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣✳
❋✐❣✉r❡ ✶ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ t❛①✲♣r❡❢❡rr❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s
♦✈❡r t✐♠❡ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❛① s②st❡♠s✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥s
✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♥❡✇ ❞✐s✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❤❛✈❡ ❛ ✵✳✾
♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥t ❧♦✇❡r st♦❝❦ ♦❢ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ t❤❛♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❈❚❙ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡
❡❛❝❤ ②❡❛r ♦✈❡r ✷✵✶✽✲✷✵✷✺✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣ ✐s ✹✳✻ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts ❧♦✇❡r ✉♥❞❡r
t❤❡ ■❚❈ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✐♦❞✳

✺✳✷✳✷ ❆❣❣r❡❣❛t❡ ❊✛❡❝ts

❚❤❡ ♣❛t❤s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❈❏❆ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛①
♣r♦✈✐s✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❲❤✐❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✭♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✲✇❡✐❣❤t❡❞✮ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②
✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ✶✳✺✪ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❡❛❝❤ ②❡❛r ♦✈❡r ✷✵✶✽✲✷✵✷✺ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✉♥❞❡r ❜♦t❤
t❛① s②st❡♠s✱ ❧❛❜♦r ❤♦✉rs ✐♥❝r❡❛s❡ ♠♦r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ r❡✢❡❝t✐♥❣
t❤❡ ❧❛r❣❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❤♦✉rs ♦❢ ❧♦✇ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇♦r❦❡rs✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧
❞❡♣♦s✐ts ✐s ✵✳✸ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts ❧♦✇❡r ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❡❛❝❤ ②❡❛r ♦✈❡r t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ t❤❡ ❞❡❝❛❞❡
✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ s❛✈✐♥❣s ❞✐s✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢r♦♠ ❥♦✐♥t t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ♦r❞✐✲
♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✳ ❆s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❞❡♣♦s✐ts ❛❝r♦ss t❛① s②st❡♠s
s❤r✐♥❦s t♦✇❛r❞s t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ✇✐♥❞♦✇✱ s♦ ❞♦❡s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ♠❛r✲
❦❡t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✖ ❢r♦♠ ✵✳✻ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ✷✵✶✽ t♦ ✵✳✶ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ✷✵✷✷
✖ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❜♦❧st❡r❡❞ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❛①✲♣r❡❢❡rr❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❝❤♦✐❝❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✳

❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s❧♦✇❡r ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❞❡♣♦s✐ts ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s ❛
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤❡r ❜♦rr♦✇✐♥❣ r❛t❡ ❢♦r ✜r♠s✱ t❤❡r❡❜② s❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧
❝❛♣✐t❛❧✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐s ✵✳✶ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts ❧♦✇❡r ♦✈❡r ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ✷✵✶✽✲
✷✵✶✺ ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥♥✉❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t ❛❝r♦ss t❛① s②st❡♠s
✐♥ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♦✈❡r t❤✐s ♣❡r✐♦❞✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦✇❡r st♦❝❦ ♦❢ ❞❡♣♦s✐ts
❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇✲♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❛❜♦r ✐♥ t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❜✉❞❣❡t
✇✐♥❞♦✇ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧❛r❣❡r ❢❡❞❡r❛❧ t❛① r❡✈❡♥✉❡ ❧♦ss ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ❜② ✵✳✹ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts✳
▲♦✇❡r t❛① r❡✈❡♥✉❡s r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❞❡❜t t❤❛♥ t❤❛t ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡
❈❚❙ ❜② ✵✳✻ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts ❜② t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✷✵✷✼✳

❋✐❣✉r❡ ✸ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ t♦ ❢❡❞❡r❛❧ t❛① r❡✈❡♥✉❡s ❛❝r♦ss t❤❡ r❡t✉r♥s t♦ ❧❛❜♦r ❛♥❞
❝❛♣✐t❛❧✱ ♦♠✐tt✐♥❣ t❤❡ t❛① r❡✈❡♥✉❡s ❢r♦♠ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧ ❜❡q✉❡sts✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ t♦t❛❧
♦❢ ✭t❛①❛❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲t❛①❛❜❧❡✮ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ♦✈❡r t❤❡ ❜✉❞❣❡t ✇✐♥❞♦✇ ✐s ❛❜♦✉t ✩✽✵ ❜✐❧❧✐♦♥
❤✐❣❤❡r ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✱ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ t♦t❛❧ ♦❢ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s ✐s ❛❜♦✉t ✩✻✵ ❜✐❧❧✐♦♥
❧♦✇❡r✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ t❛①❡s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢
❧♦✇✲♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❛❜♦r ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✇❤♦ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢❛❝❡ ❧♦✇❡r ❡✛❡❝t✐✈❡ t❛① r❛t❡s ♦♥
♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ t♦t❛❧s ♦❢ ✭t❛①❛❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲t❛①❛❜❧❡✮ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞
❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✩✸✵✺ ❜✐❧❧✐♦♥ ❛♥❞ ✩✸✼ ❜✐❧❧✐♦♥ ❤✐❣❤❡r ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✱
❛s t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥ts ♦❢ t❛①❛❜❧❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢❛❝❡ ❤✐❣❤❡r ❡✛❡❝t✐✈❡ t❛① r❛t❡s ✉♥❞❡r
t❤✐s t❛① s②st❡♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r t❤❛t t❤❡ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛① r❡❝❡✐♣ts
❣♦ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥❡t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t♦t❛❧ t❛① r❡❝❡✐♣ts ❛❝r♦ss t❛① s②st❡♠s ✐s
♦♥❧② ✩✷✸ ❜✐❧❧✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥❡t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❛s❦s s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡✲ ❛♥❞ ♣♦st✲t❛① r❡t✉r♥s t♦ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧✳

✶✾



✺✳✸ P♦❧✐❝② ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷✿ ❚❈❏❆ ❈♦r♣♦r❛t❡ ❚❛① ❘❛t❡ ❘❡❞✉❝t✐♦♥

❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❡♥❛❝t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ r❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❚✐t❧❡ ■■ ♦❢ ❏❈❚ ✭✷✵✶✼✮✱
✇❤✐❝❤ ❜❡❝❛♠❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ ❝❛❧❡♥❞❛r ②❡❛r ✷✵✶✽✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ st❛t✉t♦r②
r❛t❡ ♦♥ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥❝♦♠❡ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❛✇ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ✷✶✪ r❛t❡ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❤❛✈❡
❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❧♦ss ♦❢ ✩✶✳✸✹✾ tr✐❧❧✐♦♥ ♦✈❡r ✜s❝❛❧ ②❡❛rs ✷✵✶✽✲✷✵✷✼ ✐♥ ❏❈❚ ✭✷✵✶✼✮✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛t❝❤❡❞ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❤❡ ■❚❈ ❛♥❞ ❈❚❙ t❛① s②st❡♠s✳

❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❡♥❛❝t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ r❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❚✐t❧❡ ■■ ♦❢ ❏❈❚
✭✷✵✶✼✮✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝❛♠❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ ❝❛❧❡♥❞❛r ②❡❛r ✷✵✶✽✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
st❛t✉t♦r② r❛t❡ ♦♥ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥❝♦♠❡ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❛✇ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ✷✶✪ r❛t❡ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞
t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❧♦ss ♦❢ ✩✶✳✸✹✾ tr✐❧❧✐♦♥ ♦✈❡r ✜s❝❛❧ ②❡❛rs ✷✵✶✽✲✷✵✷✼ ✐♥ ❏❈❚
✭✷✵✶✼✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛t❝❤❡❞ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❤❡ ■❚❈ ❛♥❞ ❈❚❙ t❛① s②st❡♠s✳

✺✳✸✳✶ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❇❡❤❛✈✐♦r

❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥❝♦♠❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧
❝❛♣✐t❛❧ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ t♦ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ s❡❝t♦r✱ ✇✐t❤ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♠❡♥ts ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♥♦♥✲
❝♦r♣♦r❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ r❡❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♣♦rt❢♦❧✐♦s✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡❢❡rr❡❞
❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❛① r❛t❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❧❧ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❧❛❜♦r
✐♥❝♦♠❡ ✇❤❡♥ t❛①❡❞ ❥♦✐♥t❧② ❛s ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✳ ❍✐❣❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ✇❤♦ ❛r❡
❣❡♥❡r❛❧❧② t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ t❛①❛❜❧❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛
❣r❡❛t❡r ❡✛❡❝t✐✈❡ t❛① r❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❧❛❜♦r ❤♦✉rs ❛♥❞ s❛✈✐♥❣s✳

❯♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st t✇♦ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐♥❝r❡❛s❡
❛✈❡r❛❣❡ ❛♥♥✉❛❧ ❧❛❜♦r ❤♦✉rs ❜② ✵✳✷✪ ❛♥❞ ✵✳✸✪ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♦✈❡r ✷✵✶✽✲✷✵✷✼✳ ❚❤✐s
❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ t❤❡ ❈❚❙✱ ✇❤❡r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡
t❛①❛t✐♦♥✱ ❛s t❤❡s❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❡①❤✐❜✐t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❧❛❜♦r ❤♦✉rs✳ ❲✐t❤ ❧♦✇❡r
❡✛❡❝t✐✈❡ t❛① r❛t❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✱ t❤❡s❡ ❤✐❣❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s
r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s❛✈✐♥❣s ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡✐r st♦❝❦ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❞❡♣♦s✐ts ❜② ❛ ❜✉❞❣❡t✲
✇✐♥❞♦✇ ❛♥♥✉❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✵✳✷ ❛♥❞ ✵✳✹ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts ♠♦r❡ t❤❛♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❈❚❙✳ ❚❤❡
♣♦❧✐❝②✲✐♥❞✉❝❡❞ s❛✈✐♥❣s ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡s❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝❤❛♥❣❡ t♦ t❤❡
st♦❝❦ ♦❢ ❞❡♣♦s✐ts ❛♥❞ ✢♦✇ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❛① s②st❡♠s✳

❋♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐t❤ ❧✐tt❧❡ t❛①❛❜❧❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②
✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ r❡✲❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❧❛❜♦r r❡s♣♦♥s❡
❛❧♦♥❣ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥ ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ♣r❡✲t❛① ✇❛❣❡ r❛t❡
❢♦r t❤❡s❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ✵✳✶ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts ❧❡ss ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❣r❡❛t❡r ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ♦❢ ❤✐❣❤✲♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇♦r❦❡rs✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✱
✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❧♦✇❡st t❤r❡❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s t♦ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r
❛✈❡r❛❣❡ ❛♥♥✉❛❧ ❧❛❜♦r ❤♦✉rs ✉♥❞❡r t❤❡ ❈❚❙ ❜② ✶✳✷ ❛♥❞ ✵✳✶ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts ♦✈❡r t❤❡
❜✉❞❣❡t ✇✐♥❞♦✇✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s t❡♥❞ t♦ r❡❞✉❝❡
❧❛❜♦r ❤♦✉rs t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡✐r ✇♦r❦✐♥❣ ❧✐❢❡ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛
❤✐❣❤❡r ✇❛❣❡ r❛t❡ ❛♥❞ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ t♦ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❞❡♣♦s✐ts✳

✺✳✸✳✷ ❆❣❣r❡❣❛t❡ ❊✛❡❝ts

❚❤❡ ♣❛t❤s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❈❏❆ ❝♦r♣♦r❛t❡
r❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❲❤✐❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✉♥❞❡r ❜♦t❤
t❛① s②st❡♠s✱ ✐t ✐s ❤✐❣❤❡r ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ❜② ❛♥ ❛♥♥✉❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✵✳✷ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts

✷✵



♦✈❡r ✷✵✶✽✲✷✵✷✼✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤✐s✱ ❧❛❜♦r ❤♦✉rs ❛r❡ ❛❜♦✉t ✵✳✷ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts ❧♦✇❡r ✉♥❞❡r
t❤❡ ■❚❈ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤✐s ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t r❡✢❡❝ts t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ r❡✲❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❡✛❡❝t✱
✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❜② ❤✐❣❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✉♥❞❡r t❤❡
■❚❈✳ ❲✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡ ❛❝r♦ss t❛① s②st❡♠s✱ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
✐♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❝❛✉s❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✷ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡
♣♦✐♥ts ♦✈❡r t❤❡ ❜✉❞❣❡t ✇✐♥❞♦✇✳ ❍✐❣❤❡r ♦✉t♣✉t ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧②
s♠❛❧❧❡r t❛① r❡✈❡♥✉❡ ❧♦ss✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ st♦❝❦ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❞❡❜t t❤❛t ✐s ✶✳✵ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts
❧♦✇❡r ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ✇✐♥❞♦✇✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ t❛① r❡✈❡♥✉❡ ❧♦ss ♦✈❡r t❤❡ ❜✉❞❣❡t ✇✐♥❞♦✇ ✉♥❞❡r t❤❡
■❚❈ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✩✶✶✾ ❜✐❧❧✐♦♥ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❈❚❙✱ ♦♠✐tt✐♥❣ t❤❡ t❛①❛t✐♦♥
♦❢ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧ ❜❡q✉❡sts✳ ❋✐❣✉r❡ ✺ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s t❤✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛❝r♦ss t❤❡ t♦t❛❧
✭t❛①❛❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲t❛①❛❜❧❡✮ r❡t✉r♥s t♦ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧✳ ❚❤❡ t❡♥✲②❡❛r ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✢♦✇s
♦❢ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ❜② ✩✷✷✹ ❜✐❧❧✐♦♥ ❛♥❞ ✩✸✸✷ ❜✐❧❧✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❛♥❞ s❛✈✐♥❣s r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ❤✐❣❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
❤♦✉s❡❤♦❧❞s t♦ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✳ ❆s t❤❡s❡ ❤✐❣❤✲✐♥❝♦♠❡ ❤♦✉s❡✲
❤♦❧❞s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤❡r ❡✛❡❝t✐✈❡ t❛① r❛t❡s ✉♥❞❡r ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ t❛① s②st❡♠✱
t❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛❜♦✉t ✩✺✵ ❜✐❧❧✐♦♥ ❛♥❞ ✩✻✾ ❜✐❧❧✐♦♥ ♠♦r❡ ✐♥ ❧❛❜♦r ❛♥❞
❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛❢t❡r t❡♥ ②❡❛rs ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧❛r❣❡ t❛① ❧❡❣✐s❧❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡s ♦❢t❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡s t✇♦ st❛❣❡s✿ ❋✐rst✱
❛ ♠✐❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❛① ❝❤❛♥❣❡s ❢♦r
❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t❛① r❛t❡s
❢♦r ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s
t❤❛t ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ♦♥t♦ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡
t❤❡s❡ st❛❣❡s ❜② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ✇✐t❤✐♥ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲❛❣❡♥t ♠♦❞❡❧
s♦ t❤❛t ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥t❡r♥❛❧✐③❡ t❤❡ ❡✛❡❝t t❤❛t t❤❡✐r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤♦✐❝❡s
❛♥❞ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s ❤❛✈❡ ♦♥ t❤❡✐r t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❛♥❞ ♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✢♦✇s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❛①❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ st❛t✉t♦r② r❛t❡
s❝❤❡❞✉❧❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ t❛① ❜❛s❡✳ ❖r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐s t❤❡♥ t❛①❡❞ ❥♦✐♥t❧②
✇✐t❤ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ✇❤✐❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ❛♥❞
❝r❡❞✐ts t❤❛t ♠❛② ❝❛✉s❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ st❛t✉t♦r② r❛t❡s✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s ♠❛tt❡r ❢♦r ❛♥ ❛♥❛❧②✲
s✐s ♦❢ t✇♦ s✉❜s❡ts ♦❢ t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s ✐♥ P✉❜❧✐❝ ▲❛✇ ✶✶✺✲✾✼✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ✏❚❛① ❈✉ts ❛♥❞
❏♦❜s ❆❝t✬✿ ✐✮ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦✈✐s✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ t❛① r❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✜♥❞
t❤❛t ♦✉r ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♣t✉r❡s ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ t❛① ❝❤❛♥❣❡s
♥♦t ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
♠♦❞❡❧✐♥❣ t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ❤❛s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜♦t❤ ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❧❡✈❡❧✳ ❖✉r ✜♥❞✐♥❣s ✐♠♣❧②
t❤❛t ❛❜str❛❝t✐♥❣ ❢r♦♠ t❛① ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲❛❣❡♥t ♠♦❞❡❧s ♠❛② ❝♦♠❡ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡
♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② r❡❧✐❛❜❧② ❡s✲
t✐♠❛t❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡s♣♦♥s❡s ✖ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t❛① ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s
t♦ t❤❡ r❡t✉r♥s t♦ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✖ t♦ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✳

✷✶
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2017 2019 2021 2023 2025 2027

Time
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n
e Charitable Giving

ITC

CTS

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❈❤❛♥❣❡s t♦ ❆❣❣r❡❣❛t❡s✿ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❚❈❏❆ Pr♦✈✐s✐♦♥s

2017 2019 2021 2023 2025 2027

Time
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e Output
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Time

0.99

1.00

1.01

1.02

R
e
la

ti
v
e
 t
o
 B

a
s
e
li
n
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Time
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Time

1.00

1.01
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e
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e
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n
e Deposits

2017 2019 2021 2023 2025 2027

Time
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e
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Time
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1.02

1.04
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e
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n
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ITC

CTS

✷✷



❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❈❤❛♥❣❡s t♦ ❋❛❝t♦r ❘❡t✉r♥s ❛♥❞ ❚❛①❡s✿ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❚❈❏❆ Pr♦✈✐s✐♦♥s

▲❛❜♦r ■♥❝♦♠❡✿ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ❜❡♥❡✜ts

❚❛①❡s✿ ❢❡❞❡r❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s ❛ttr✐❜✉t❛❜❧❡ t♦ ❧❛❜♦r ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ❜❡♥❡✜ts❀ ♣❛②r♦❧❧ t❛①❡s

❈❛♣✐t❛❧ ■♥❝♦♠❡✿ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s❀ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞s❀ ✐♥t❡r❡st❀ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s❀ ❝♦r♣♦r❛t❡ ♣r♦✜ts

❚❛①❡s✿ ❢❡❞❡r❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s ❛ttr✐❜✉t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s♦✉r❝❡s

✷✸



✼✳✷ ❚❈❏❆ ❈♦r♣♦r❛t❡ ❘❛t❡ ❘❡❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❈❤❛♥❣❡s t♦ ❆❣❣r❡❣❛t❡s✿ ❚❈❏❆ ❈♦r♣♦r❛t❡ ❘❛t❡ ❘❡❞✉❝t✐♦♥
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Tax Revenue
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Public Debt
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CTS

✷✹



❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❈❤❛♥❣❡s t♦ ❋❛❝t♦r ❘❡t✉r♥s ❛♥❞ ❚❛①❡s✿ ❚❈❏❆ ❈♦r♣♦r❛t❡ ❘❛t❡ ❘❡❞✉❝t✐♦♥

▲❛❜♦r ■♥❝♦♠❡✿ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ❜❡♥❡✜ts

❚❛①❡s✿ ❢❡❞❡r❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s ❛ttr✐❜✉t❛❜❧❡ t♦ ❧❛❜♦r ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ❜❡♥❡✜ts❀ ♣❛②r♦❧❧ t❛①❡s

❈❛♣✐t❛❧ ■♥❝♦♠❡✿ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s❀ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞s❀ ✐♥t❡r❡st❀ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s❀ ❝♦r♣♦r❛t❡ ♣r♦✜ts

❚❛①❡s✿ ❢❡❞❡r❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s ❛ttr✐❜✉t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s♦✉r❝❡s

✷✺



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❇é♥❛❜♦✉✱ ❘✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❚❛① ❛♥❞ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ✐♥ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲❛❣❡♥t ❡❝♦♥♦♠②✿ ❲❤❛t ❧❡✈❡❧s

♦❢ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③❡ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✼✵ ✭✷✮✱ ✹✽✶✕✺✶✼✳

❈❛ss♦✉✱ ❙✳ P✳ ❛♥❞ ❑✳ ❏✳ ▲❛♥s✐♥❣ ✭✶✾✾✽✮✳ ❖♣t✐♠❛❧ ✜s❝❛❧ ♣♦❧✐❝②✱ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧✱❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

s❧♦✇❞♦✇♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s ✫ ❈♦♥tr♦❧ ✷✷✱ ✾✾✶✕✾✸✺✳

❈❤♦✱ ❙✳✲❲✳ ❛♥❞ ❏✳ ▲✳ ❋r❛♥❝✐s ✭✷✵✶✶✮✳ ❚❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♦✇♥❡r ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡❛❧t❤

✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s ✸✸✱ ✹✷✕✻✵✳

❉❡❇❛❝❦❡r✱ ❏✳✱ ❘✳ ❲✳ ❊✈❛♥s✱ ❛♥❞ ❑✳ ▲✳ P❤✐❧❧✐♣s ✭✷✵✶✾✮✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♠✐❝r♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢

t❛① ♣♦❧✐❝② ✐♥t♦ ❛ ❞❣❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧✳ P✉❜❧✐❝ ❋✐♥❛♥❝❡ ❘❡✈✐❡✇ ✹✼ ✭✷✮✱ ✷✵✼✕✷✼✺✳

❊❛st❡r❧②✱ ❲✳ ❛♥❞ ❙✳ ❘❡❜❡❧♦ ✭✶✾✾✸✮✳ ▼❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛① r❛t❡s ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣

❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✸✼✱ ✹✵✾✕✹✶✼✳

❋❡r♥á♥❡③✲❱✐❧❧❛✈❡r❞❡✱ ❏✳ ❛♥❞ ❉✳ ❑r✉❡❣❡r ✭✷✵✶✵✮✳ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ s❛✈✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡✿ ❍♦✇

✐♠♣♦rt❛♥t ❛r❡ ❝♦♥s✉♠❡r ❞✉r❛❜❧❡s❄ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s ✶✺✳

●❛♠❜❡r✱ ❊✳ ❛♥❞ ❏✳ ❙❡❧✐s❦✐ ✭✷✵✶✾✮✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞❡❜t ♦♥ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✳ ❈♦♥❣r❡ss✐♦♥❛❧

❇✉❞❣❡t ❖✣❝❡ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✳

●❡r✈❛✐s✱ ▼✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❍♦✉s✐♥❣ t❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝s ✹✾✱ ✶✹✻✶✕✶✹✽✾✳

●♦✉✈❡✐❛✱ ▼✳ ❛♥❞ ❘✳ P✳ ❙tr✉❛ss ✭✶✾✾✹✮✳ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❢❡❞❡r❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ ❆♥ ❡①♣❧♦r❛t♦r②

❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❚❛① ❏♦✉r♥❛❧ ✹✼ ✭✷✮✱ ✸✶✼✕✸✾✳

●✉♥❡r✱ ◆✳✱ ❘✳ ❑❛②❣✉s✉③✱ ❛♥❞ ●✳ ❱❡♥t✉r❛ ✭✷✵✶✶✮✳ ❚❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧②✳ ❚❤❡

❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s ✼✾ ✭✸✮✱ ✶✶✶✸✕✶✶✹✾✳

●✉♥❡r✱ ◆✳✱ ❘✳ ❑❛②❣✉s✉③✱ ❛♥❞ ●✳ ❱❡♥t✉r❛ ✭✷✵✶✹✮✳ ■♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ✉✳s✳ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✿ ❋❛❝ts ❛♥❞

♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s ✶✼ ✭✹✮✱ ✺✺✾✕✺✽✶✳

❍❡❛t❤❝♦t❡✱ ❏✳✱ ❑✳ ❙t♦r❡s❧❡tt❡♥✱ ❛♥❞ ●✳ ▲✳ ❱✐♦❧❛♥t❡ ✭✷✵✶✼✮✳ ❖♣t✐♠❛❧ t❛① ♣r♦❣r❡ss✐✈✐t②✿ ❆♥ ❛♥❛✲

❧②t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✸✷ ✭✹✮✱ ✶✻✾✸✕✶✼✺✹✳

❍♦❧t❡r✱ ❍✳ ❆✳✱ ❉✳ ❑r✉❡❣❡r✱ ❛♥❞ ❙✳ ❙t❡♣❛♥❝❤✉❦ ✭✷✵✶✾✮✳ ❍♦✇ ❞♦❡s t❛① ♣r♦❣❡ss✐✈✐t② ❛♥❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞

❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛✛❡❝t ❧❛✛❡r ❝✉r✈❡s❄ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✭❋♦rt❤❝♦♠✐♥❣✮✳

❍♦t③✱ ❱✳ ❏✳ ❛♥❞ ❘✳ ❆✳ ▼✐❧❧❡r ✭✶✾✽✽✮✳ ❆♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡ ❢❡rt✐❧✐t② ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡ ❧❛❜♦r

s✉♣♣❧②✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✺✻ ✭✶✮✱ ✾✶✕✶✶✽✳

❍✉❜❜❛r❞✱ ❘✳✱ ❆✳ ❑❛s❤②❛♣✱ ❛♥❞ ❚✳ ❲❤✐t❡❞ ✭✶✾✾✺✮✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✜♥❛♥❝❡ ❛♥❞ ✜r♠ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡②✱ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ❇❛♥❦✐♥❣ ✷✼ ✭✸✮✱ ✻✽✸✕✼✵✶✳

❍✉♥t❧❡②✱ ❏✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❢❡❞❡r❛❧ ❜✉❞❣❡t ❞❡✜❝✐ts ♦♥ ♥❛t✐♦♥❛❧ s❛✈✐♥❣ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡

❞♦♠❡st✐❝ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳ ❈♦♥❣r❡ss✐♦♥❛❧ ❇✉❞❣❡t ❖✣❝❡ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✳

❏❈❚ ✭✷✵✶✶✮✳ ❏♦✐♥t ❝♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ t❛①❛t✐♦♥✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♣r❛❝✲

t✐❝❡s ♦❢ t❤❡ st❛✛ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❝♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ t❛①❛t✐♦♥✳ ❏❈❳✲✹✻✲✶✶ ✳

❏❈❚ ✭✷✵✶✺✮✳ ❏♦✐♥t ❝♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ t❛①❛t✐♦♥✿ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❝♦♠❡

t❛①✿ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛① ♠♦❞❡❧✳ ❏❈❳✲✼✺✲✶✺ ✳

✷✻



❏❈❚ ✭✷✵✶✼✮✳ ❊st✐♠❛t❡❞ ❜✉❞❣❡t ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r ❤✳r✳ ✶✱ t❤❡✏t❛① ❝✉ts ❛♥❞

❥♦❜s ❛❝t✧✳ ❏❈❳✲✻✼✲✶✼ ✳

❑✐t❛♦✱ ❙✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ▲❛❜♦r✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✺✼✱

✾✺✾✕✾✼✹✳

❑r✉❡❣❡r✱ ❉✳ ❛♥❞ ❆✳ ▲✉❞✇✐❣ ✭✷✵✶✻✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥s✉r❛♥❝❡✿ Pr♦❣r❡ss✐✈❡

t❛①❛t✐♦♥ ✈❡rs✉s ❡❞✉❝❛t✐♦♥ s✉❜s✐❞✐❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✼✼✱

✼✷✕✾✽✳

▲❛♥s✐♥❣✱ ❑✳ ❏✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❖♣t✐♠❛❧ ✜s❝❛❧ ♣♦❧✐❝② ✐♥ ❛ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧✳ ❚❤❡

❈❛♥❛❞✐❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✸✶ ✭✷✮✱ ✸✸✼✕✸✻✹✳

▲✐✱ ❲✳ ❛♥❞ P✳✲❉✳ ❙❛rt❡ ✭✷✵✵✹✮✳ Pr♦❣r❡ss✐✈❡ t❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❣r♦✇t❤✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❘❡✈✐❡✇ ✾✺ ✭✺✮✱ ✶✼✵✺✕✶✼✶✻✳

▲②♥❞❡✱ ❈✳ ❛♥❞ ❏✳ ❘✐❝❤♠♦♥❞ ✭✶✾✾✷✮✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s ✼✹ ✭✶✮✱ ✸✼✕✹✹✳

▼♦♦r❡✱ ❘✳ ❛♥❞ ❇✳ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽❛✮✳ ❉②♥❛♠✐❝ s❝♦r✐♥❣✿ ❆♥ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ✜s❝❛❧ ❝❧♦s✐♥❣ ❛ss✉♠♣✲

t✐♦♥s✳ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✳

▼♦♦r❡✱ ❘✳ ❛♥❞ ❇✳ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽❜✮✳ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧

r❡✈❡♥✉❡ ❝♦❞❡ ✐♥ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲❛❣❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✳

◆✐s❤✐②❛♠❛✱ ❙✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❋✐s❝❛❧ ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝ts ✐♥ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲❛❣❡♥t ♦❧❣ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ❛♥ ❛❣✐♥❣

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ✻✶✱ ✶✶✹✕✶✸✷✳

P♦t❡r❜❛✱ ❏✳ ❛♥❞ ▲✳ ❙✉♠♠❡rs ✭✶✾✽✹✮✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐✈✐❞❡♥❞ t❛①❛t✐♦♥✳ ◆❇❊❘ ❲♦r❦✐♥❣

P❛♣❡rs ✶✸✺✸✱ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ■♥❝✳

❩♦❞r♦✇✱ ●✳ ❛♥❞ ❏✳ ❲✳ ❉✐❛♠♦♥❞ ✭✷✵✶✸✮✳ ❉②♥❛♠✐❝ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❣❡♥❡r❛❧

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❛① ♣♦❧✐❝②✿ ❚❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞✕③♦❞r♦✇ ♠♦❞❡❧✳ ❱♦❧✉♠❡ ✶✱

❈❤❛♣t❡r ✶✶✱ ♣♣✳ ✼✹✸✕✽✶✸✳ ❊❧s❡✈✐❡r✳
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❆ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥

❆✳✶ ◆♦♥✲❚❛① P♦❧✐❝② P❛r❛♠❡t❡rs ❱❛❧✉❡s ❛♥❞ ❚❛r❣❡ts

❆✳✶✳✶ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❉❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s✱ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

❆s t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ s❡❝t♦r ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✉t✐❧✐③❡s t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝✲
♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽❜✮✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s✱ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ❆✳✶✳✶✱ ❆✳✶✳✸✱ ❛♥❞ ❆✳✷ ♦❢ t❤❛t ♣❛♣❡r✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❝✉rr❡♥t❧② s♣❡❝✐❢② ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ②❡❛r ♦❢ ✷✵✶✼ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✷✵✶✽✱✶ ❜♦t❤ t❤❡
❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❛♥❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ♠❛② ✈❛r② ❢r♦♠ ▼♦♦r❡ ❛♥❞
P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽❜✮ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❛♥❞ t❛r❣❡ts✱ ❦❡② ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡✲
♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ❆✷ ❛♥❞ ❆✸✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ❚❛❜❧❡ ❆✶ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ✈❛❧✉❡s
❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s❡t s❡❧❡❝t ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡♣♦rt❡❞✳ ❖♥❧② t✇♦ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s
❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ s❡❝t♦r ❛r❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❚❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❧t❡r❡❞ ❢r♦♠ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽❜✮ t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛t ❤♦♠❡ ♦♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ ♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r ❤♦✉rs✳ ■♥ t❤❡ s♣✐r✐t
♦❢ ●✉♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✱ ✇❡ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✿

U
z,f
t,j ≡















log(x∗j)− ψs (nj+ϕsν
z,f
j )1+ζs

1+ζs
− F s ✐❢ f = s

log(x∗j)− ψm,1 (n
1
j )

1+ζm,1

1+ζm,1 − ψm,2 (n
2
j+ϕmν

z,m
j )1+ζm,2

1+ζm,2 − Fm ✐❢ f = m

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❧❛❜♦r ❤♦✉r ✐♥ t❤❡ ❞✐s✉t✐❧✐t② ❢♦r ❧❛❜♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✱
ϕfν

z,f
j ✱ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐❢❡❝②❝❧❡ ❞✐s✉t✐❧✐t② ♦❢ ✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢

❝❤✐❧❞r❡♥✳ ❲❡ ❧❡t νz,fj ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥ts ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ✻ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ (j, z, f)
❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❏♦✐♥t ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❚❛①❛t✐♦♥s✬ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❚❛① ▼♦❞❡❧ ✭■❚▼✮ ❢♦r ✷✵✶✼✳✷ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ϕf ✐s s❡t ❡q✉❛❧ t♦ 0.094 s♦ t❤❛t ♣❛r❡♥ts
s♣❡♥❞ ❛❜♦✉t ✺✷✵ ❤♦✉rs ♣❡r ❝❤✐❧❞r❡♥ ❡❛❝❤ ②❡❛r✱ ✭❍♦t③ ❛♥❞ ▼✐❧❧❡r✱ ✶✾✽✽✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜r♦❛❞❧②
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ●✉♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ◆■P❆✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇❛❣❡ ❝♦♥❝❡♣t ✉s❡❞ ▼♦♦r❡
❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽❜✮✳✸ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ s❤❛r❡ ♦❢ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ♦✉r
❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ s♦rt✐♥❣ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❜② ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❘❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✐♥❝♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜❡tt❡r
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❥♦✐♥t t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ ❛♥❞ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡①✲
♣❛♥❞❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s❡❝t♦r ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧
✐♥❝♦♠❡ ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s✳

✶P❛r❛♠❡t❡rs ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ②❡❛r ✷✵✶✽ ✐♥ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽❜✮ ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ t❤❡
s✐♥❣❧❡ ②❡❛r ✷✵✶✼ ❤❡r❡✱ ✇❤✐❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❢r♦♠ ✷✵✶✽✲✷✵✷✽ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♣❛♣❡r ❛r❡
❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❢r♦♠ ✷✵✶✼✲✷✵✷✼ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❤❡ ❇✉❞❣❡t ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❖✉t❧♦♦❦✿ ✷✵✶✼ t♦ ✷✵✷✼✳

✷❋♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏♦✐♥t ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❚❛①❛t✐♦♥✬s ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❚❛① ▼♦❞❡❧✱ s❡❡ ❏❈❚ ✭✷✵✶✺✮
✸❖✉r ❵◆■P❆✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✬ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ■❚▼ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t♦ ❆●■ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ (i) ❝♦♠✲

❜❛t ♣❛②✱ (ii) ❡♠♣❧♦②❡rs✬ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❋■❈❆ t❛①✱ (iii) ❞❡❢❡rr❡❞ ✹✵✶❦ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ (iv) ❡♠♣❧♦②❡rs s❤❛r❡ ♦❢
✹✵✶❦ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ (v) ❡♠♣❧♦②❡r ♣r♦✈✐❞❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❛r❡✱ (vi) ❡♠♣❧♦②❡r ❤❡❛❧t❤✲✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱
(vii) ❡♠♣❧♦②❡r ❍❙❆ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ (viii) ❡♠♣❧♦②❡r ❧✐❢❡✲✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳

✷✽



❆✳✶✳✷ ❋✐r♠ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❋✐♥❛♥❝✐♥❣✱ ❛♥❞ ❍♦✉s✐♥❣

❆s ♦✉r ❝✉rr❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✜r♠ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ s❡❝t♦r ❢♦❧❧♦✇
❢r♦♠ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽❜✮✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r
✈❛❧✉❡s ❢♦r ❢❛❝t♦r s❤❛r❡s✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡s✱ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦sts✱ ❤♦✉s✐♥❣
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠s r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✶✳✷ ♦❢
t❤❛t ♣❛♣❡r✳ ❚❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ❆✶ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② ❢♦r
❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝✉rr❡♥t t✇♦✲s❡❝t♦r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛r❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ❆✸ ✳

❇♦t❤ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ✜♥❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤
s♦♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❜t ❛♥❞ ❡q✉✐t② s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜r♠ ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛
❝♦♥st❛♥t ❞❡❜t t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ κb,q ❢♦r q = c, n✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❡t
t♦ κb,c = 0.435 ❛♥❞ κb,n = 0.085 t♦ t❛r❣❡t ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❡①♣❡♥s❡
t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t ❢♦r t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ s❡❝t♦rs ♦❢ 0.039 ❛♥❞ 0.003✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❖■ ❛♥❞ ◆■P❆ ❢♦r ✷✵✶✻✳

❲❤✐❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ ✐♥❝♦♠❡ t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡
✜r♠ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠✬s ❝❛s❤ ✢♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡
❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠ ❞✐str✐❜✉t❡s ❞✐✈✐❞❡♥❞s t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛s ❛ κd ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛❢t❡r✲t❛① ❡❛r♥✐♥❣s✳
❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s s❡t t♦ κd = 0.15✱ ✇❤✐❝❤ t❛r❣❡ts t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♥❡t ❞✐✈✐❞❡♥❞s ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝
❈✲❝♦r♣♦r❛t✐♦♥s t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ✵✳✵✸✶ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ◆■P❆ ❢♦r ✷✵✶✻✳

❙♦ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡s ♦❢ ♦✉t♣✉t ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❝♦r♣♦r❛t❡
❛♥❞ ♥♦t ❝♦r♣♦r❛t❡ ❡♥t✐t✐❡s✱ ✇❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Zq ❢♦r q = c, n

♦♥ t❤❡ ✜r♠s✬ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❛r❣❡t✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❣r♦ss r❡❝❡✐♣ts t♦
t♦t❛❧ ❜✉s✐♥❡ss ❣r♦ss r❡❝❡✐♣ts ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✻✾✷ ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❖■ ❢♦r ✷✵✶✻✱ ✇❡ s❡t
Zc = 1.03 ❛♥❞ Zn = 1✳

❆✳✶✳✸ ●♦✈❡r♥♠❡♥t✿ P✉❜❧✐❝ ❈❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❉❡❜t

❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ✐s s❡t ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② s♦ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡
✇❡ ♦❜s❡r✈❡ r❛t✐♦s ♦❢ ❢❡❞❡r❛❧ ❛♥❞ st❛t❡✲❧♦❝❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ t♦ ♦✉t♣✉t ♦❢ 18.4% ❛♥❞ 55.1%✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r ✷✵✵✼✲✷✵✶✻ ❢r♦♠ ◆■P❆✳

❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ♦♥ ♣✉❜❧✐❝ ❞❡❜t ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❡✜❝✐t t♦ ♦✉t♣✉t r❛t✐♦ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ̟
❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ r❛t❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♦♥ ♣✉❜❧✐❝ ❞❡❜t✱ ❛♥❞ ✐s s❡t s♦ t❤❛t ♥❡t ✐♥t❡r❡st
♣❛②♠❡♥ts r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♦✉t♣✉t ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞
♦✈❡r ✷✵✶✼✲✷✵✷✼ ✐♥ ❚❤❡ ❇✉❞❣❡t ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❖✉t❧♦♦❦✿ ✷✵✶✼ t♦ ✷✵✷✼✱ ✇❤✐❝❤ ✐s 2.1%✳ ❚❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r ς ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡✜❝✐t t♦ ♦✉t♣✉t
r❛t✐♦✱ ❛♥❞ ✐s s❡t ❡q✉❛❧ t♦ 0.0198✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ✷ ❜❛s✐s
♣♦✐♥ts ❢♦r ❡✈❡r② ✶ ♣❡r❝❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜❝✐t t♦ ♦✉t♣✉t r❛t✐♦ ❛❜♦✈❡ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡
✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ✭●❛♠❜❡r ❛♥❞ ❙❡❧✐s❦✐✱ ✷✵✶✾❀ ❍✉♥t❧❡②✱ ✷✵✶✹✮✳

✷✾



❆✳✷ ❚❛❜❧❡s

❚❛❜❧❡ ❆✶✿ ❙❡❧❡❝t ❊①♦❣❡♥♦✉s P❛r❛♠❡t❡rs

❉❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s

❚❡r♠✐♥❛❧ ❛❣❡s R✱ J ✹✵✱ ✻✻
❘❛t❡ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇t❤ υP ✵✳✵✵✼✻

Pr♦❞✉❝t✐♦♥

❘❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss υA ✵✳✵✶✵✽
Pr✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ s❤❛r❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t α ✵✳✸✷✻✺
P✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ s❤❛r❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t g ✵✳✵✸✺✷
Pr✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ δK ✵✳✵✼✾✾
❈♦r♣♦r❛t❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♦✉t r❛t✐♦ κd ✵✳✶✺✵
❉❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ κb,c✱ κb,n ✵✳✹✸✺✱ ✵✳✵✽✺
❖✉t♣✉t s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r Zc, Zn ✶✳✵✸✱ ✶✳✵✵
Pr✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦st ♣❛r❛♠❡t❡r ξK ✻

❍♦✉s✐♥❣

❖✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞♦✇♥✲♣❛②♠❡♥t γ ✵✳✷✵
❍♦✉s✐♥❣ st❛t✉s ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦st φo✱ φr ✵✳✵✺✱ ✵✳✵✺
❍♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ δo✱ δr ✵✳✵✺✺✺✱ ✵✳✵✺✼✵
❖✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭■❚❈✮ ❤o ✶✳✵✵
❖✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠✭❈❚❙✮ ❤o ✵✳✾✻

Pr❡❢❡r❡♥❝❡s

❙✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r β ✵✳✾✽✺
◆♦♥✲❤♦✉s✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s❤❛r❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡ σ ✵✳✷✾✺
❍♦✉s✐♥❣✴♥♦♥✲❤♦✉s✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② η ✵✳✹✽✼
❯t✐❧✐t② ❝✉r✈❛t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ζf,ǫ ✺
■♥t❡♥s✐✈❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❣✐♥ ❞✐s✉t✐❧✐t② ✭■❚❈✮ ψs✱ψm,1✱ψm,2 393.0, 305.1, 89.7
■♥t❡♥s✐✈❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❣✐♥ ❞✐s✉t✐❧✐t② ✭❈❚❙✮ ψs✱ψm,1✱ψm,2 405.6, 309.0, 102.0
❊①t❡♥s✐✈❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❣✐♥ ✜①❡❞ ❝♦st ✭■❚❈✮ φs✱ φm 0.430, 0.214
❊①t❡♥s✐✈❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❣✐♥ ✜①❡❞ ❝♦st ✭❈❚❙✮ φs✱ φm 0.505, 0.203
❈❤✐❧❞r❡♥ ❞✐s✉t✐❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ϕf ✵✳✵✾✹

●♦✈❡r♥♠❡♥t

P✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ δg ✵✳✵✸✶✼
❉❡❜t ✲ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ r❡s♣♦♥s❡ ς ✵✳✵✶✾✽

✸✵



❚❛❜❧❡ ❆✷✿ ❚❛r❣❡t❡❞ ❛♥❞ ❇❛s❡❧✐♥❡ ❆❝t✉❛❧ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t ❙t❛t✉s ❜② ❚②♣❡ ♦❢ ❲♦r❦❡r

❚②♣❡ ♦❢ ❲♦r❦❡r ❉❛t❛ ✭▼❊P❙✮ ▼♦❞❡❧✿ ■❚❈ ▼♦❞❡❧✿ ❈❚❙

❋❚ P❚ ❯ ❋❚ P❚ ❯ ❋❚ P❚ ❯

❙✐♥❣❧❡ ✵✳✻✶ ✵✳✷✹ ✵✳✶✺ ✵✳✻✶ ✵✳✷✹ ✵✳✶✺ ✵✳✻✶ ✵✳✷✹ ✵✳✶✺
▼❛rr✐❡❞ Pr✐♠❛r② ✵✳✾✵ ✵✳✵✽ ✵✳✷✺ ✵✳✾✵ ✵✳✶✵ ✵✳✵✵ ✵✳✾✵ ✵✳✶✵ ✵✳✵✵
▼❛rr✐❡❞ ❙❡❝♦♥❞❛r② ✵✳✹✷ ✵✳✸✷ ✵✳✷✻ ✵✳✹✶ ✵✳✸✸ ✵✳✷✺ ✵✳✹✷ ✵✳✸✷ ✵✳✷✺

❚♦t❛❧s ♠❛② ♥♦t s✉♠ t♦ ✶ ❞✉❡ t♦ r♦✉♥❞✐♥❣

❚❛❜❧❡ ❆✸✿ ❚❛r❣❡t❡❞ ❛♥❞ ❇❛s❡❧✐♥❡ ❆❝t✉❛❧ ❆❣❣r❡❣❛t❡ ❘❛t✐♦s

❚❛r❣❡t ❘❛t✐♦ ❉❛t❛ ▼♦❞❡❧✿ ■❚❈ ▼♦❞❡❧✿ ❈❚❙

❍♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ r❛t✐♦ ✵✳✻✸✾ ✭❆❍❙✮ ✵✳✻✸✾ ✵✳✻✹✵

Pr✐✈❛t❡ ❜✉s✐♥❡ss ✐♥✈❡st♠❡♥t t♦
t♦t❛❧ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t r❛t✐♦ ✵✳✹✻✺ ✭❇❊❆✮ ✵✳✹✼✸ ✵✳✹✼✽

Pr✐✈❛t❡ ❜✉s✐♥❡ss ✐♥✈❡st♠❡♥t t♦
♦✉t♣✉t r❛t✐♦ ✵✳✶✻✷ ✭❇❊❆✮ ✵✳✶✻✸ ✵✳✶✻✷

❈♦r♣♦r❛t❡ ❣r♦ss ✐♥t❡r❡st ❡①♣❡♥s❡ t♦
♦✉t♣✉t r❛t✐♦ ✵✳✵✸✾ ✭❙❖■✴❇❊❆✮ ✵✳✵✸✽ ✵✳✵✸✽

◆♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❣r♦ss ✐♥t❡r❡st ❡①♣❡♥s❡ t♦
♦✉t♣✉t r❛t✐♦ ✵✳✵✵✸ ✭❙❖■✴❇❊❆✮ ✵✳✵✵✸ ✵✳✵✵✸

❈♦r♣♦r❛t❡ ♥❡t ❞✐✈✐❞❡♥❞s t♦
♦✉t♣✉t r❛t✐♦ ✵✳✵✸✶ ✭❇❊❆✮ ✵✳✵✸✵ ✵✳✵✸✵

❈♦r♣♦r❛t❡ ❣r♦ss r❡❝❡✐♣ts t♦
t♦t❛❧ ❜✉s✐♥❡ss ❣r♦ss r❡❝❡✐♣ts r❛t✐♦ ✵✳✻✾✷ ✭❙❖■✮ ✵✳✼✶✵ ✵✳✼✶✵

✸✶



❇ ❚r❡♥❞✲❙t❛t✐♦♥❛r② ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ tr❡♥❞✲st❛t✐♦♥❛r② ❢♦r♠ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✶ ♦❢
▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽❜✮ s♦ t❤❛t ❛ st❛t✐♦♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧❛✐❞ ♦✉t ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ♦❢ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✶✽❜✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ♦✉r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✐❧❞❡ ❛❝❝❡♥t ❞❡♥♦t❡s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✲tr❡♥❞❡❞
❢♦r ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡ ❝♦❤♦rt✱ j✱ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡✱ z✱ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ f ✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s
❤❛✈❡ ♦r❞✐♥❛r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ c̃i✱ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣✱ c̃g✱ ♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r ❤♦✉rs✱ n✱ n1✱ ❛♥❞ n2✱
♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ h̃o✱ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
h̃r✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts ã✱ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ♥❡t ✇♦rt❤ ỹ′✱ ❛s ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s ❤❛✈❡ ❝✉r✲
r❡♥t ♥❡t ✇♦rt❤ ỹ ❛s t❤❡✐r ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛❣❡✱ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
t②♣❡✱ ❛s ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛s t❤❡✐r ❡①♦❣❡♥♦✉s st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ❤♦♠❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ c̃h ❛♥❞ ❝❤✐❧❞✲❝❛r❡ ❝♦sts κ̃ ❞❡♣❡♥❞ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ♦♥ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ❝♦♥t❡♠♣♦r❛✲
♥❡♦✉s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②✱ ✇❤✐❧❡ ❡♥❞✲♦❢✲❧✐❢❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s c̃eol ❛♥❞ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧
❜❡q✉❡sts ˜beq ❞❡♣❡♥❞ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ♦♥ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ♥❡t ✇♦rt❤ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❞❡❛t❤✳

❈♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠s✱ ✈❛❧✉❡❞ ❛t Ṽ c ❛♥❞ Ṽ n✱ ❤❛✈❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r ✐♥♣✉ts
Ñ c ❛♥❞ Ñn✱ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ♣r✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦s K̃c′ ❛♥❞ K̃n′

❛s ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇✐t❤
❝✉rr❡♥t ♣r✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦s K̃c ❛♥❞ K̃n ❛s st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ❛❣❣r❡❣❛t❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② Ñ ✱ ♦✇♥❡r✲
♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ H̃o✱ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ H̃r✱ ❞❡♣♦s✐ts D̃✱ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
C̃t✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ✐♥❝♦♠❡ ˜Inc✱ ♣r✐✈❛t❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝❛♣✐t❛❧ K̃✱ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ G̃✱ ♣r✐✲
✈❛t❡ ❜♦♥❞s B̃✱ ♣✉❜❧✐❝ ❜♦♥❞s B̃g✱ ❛♥❞ ❢❡❞❡r❛❧✱ st❛t❡✱ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛① ✐♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ tr❛♥s❢❡r
♣❛②♠❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❣✐✈❡♥ t❛① s②st❡♠✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② T✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❆ ♣❡r❢❡❝t✲❢♦r❡s✐❣❤t tr❡♥❞✲st❛t✐♦♥❛r② r❡❝✉rs✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❝♦♠✲

♣r✐s❡❞ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s Ω̃z,f
t,j ✱ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ V

z,f
t,j (ỹ)✱ ❛ ❝♦❧❧❡❝✲

t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s {c̃i;z,ft,j (ỹ)✱ c̃g;z,ft,j (ỹ)✱ nz,s
t,j (ỹ)✱ n

z,m,1
t,j (ỹ)✱ nz,m,2

t,j (ỹ)✱ h̃o;z,ft,j (ỹ)✱

h̃
r;z,f
t,j (ỹ)✱ ãz,ft,j (ỹ)❀ ỹ

z,f
t+1,j+1(ỹ)}✱ ❛ s❡t ♦❢ ✜r♠ ✈❛❧✉❡s {Ṽ c

t (K̃t

c
), Ṽ n

t (K̃
n
t )}✱ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✜r♠

❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s {Ñ c
t (K̃t

c
), Ñn

t (K̃t

n
); K̃c

t+1(K̃t

c
), K̃n

t+1(K̃t

n
)}✱ ♣r✐❝❡s {w̃t, p

r
t , R

c
t , R

n
t , it, ρt, r

p
t }✱

❛❣❣r❡❣❛t❡s {Ñt, H̃
o
t , H̃

r
t , D̃t, C̃t, ˜Inct, K̃t, G̃t, B̃t, B̃

g
t }✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ t❛① ✐♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞

tr❛♥s❢❡rs T ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❣✐✈❡♥ t❛① s②st❡♠ s✉❝❤ t❤❛t✿

✶✳ ❍♦✉s❡❤♦❧❞✬ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡✐r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

✷✳ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❜❡❤❛✈✐♦r s✉❝❤ t❤❛t✿

Ñt =

∫

Z

∫

J

Ω̃z,s
t,j ③

z,s
j n

z,s
t,j (ỹ) + Ω̃z,m

t,j ③
z,m
j

(

n
z,1
t,j (ỹ) + n

z,2
t,j (ỹ)

)

dj dz

H̃o
t =

∫

Z

∫

J

∑

f=s,m

Ω̃z,f
t,j h̃

o;z,f
t,j (ỹ) dj dz

H̃r
t =

∫

Z

∫

J

∑

f=s,m

Ω̃z,f
t,j h̃

r;z,f
t,j (ỹ) dj dz

✸✷



D̃t =

∫

Z

∫

J

∑

f=s,m

Ω̃z,f
t,j ã

z,f
t,j (ỹ) dj dz

C̃t =

∫

Z

∫

J

∑

f=s,m

Ω̃z,f
t,j

(

(c̃i;z,ft,j (ỹ)− c̃
h;z,f
t,j ) + c̃

g;z,f
t,j (ỹ) + κ̃

z,f
t,j

)

dj dz + c̃eolt

✸✳ ❋✐r♠s✬ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡✐r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

✹✳ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✜r♠ ❜❡❤❛✈✐♦r s✉❝❤ t❤❛t✿

Ñt =
∑

q=c,n

Ñ
q
t (K̃t

q
)

K̃t+1 =
∑

q=c,n

K̃
q
t+1(K̃t

q
)

B̃t =
∑

q=c,n

κ
b,qK̃t

q

✺✳ P❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡ts ❝❧❡❛r s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡

❧❛❜♦r ✐s ❡q✉❛❧✐③❡❞ ❛❝r♦ss s❡❝t♦rs✿

w̃t = (1− α− g)G̃g
t (K̃

c
t )

α(Ñ c
t )

−α−g = (1− α− g)G̃g
t (K̃

n
t )

α(Ñn
t )

−α−g

✻✳ ❚❤❡ ❛ss❡t ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛rs s✉❝❤ t❤❛t✿

D̃t+1 = Ṽ c
t+1 + Ṽ n

t+1 + B̃c
t+1 + B̃n

t+1 + B̃
g
t+1 +Hr

t + H̃r
t (ΥPΥA)

−1

✇❤❡r❡ ❛ss❡ts ❛r❡ ♣r✐❝❡❞ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❛♥② ❛r❜✐tr❛❣❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s✿

Rc
t = Rn

t = (1− τ it )it = (1− τ rt )p
r
t − δr

❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❛❝❝❡♣t ❵s❛❢❡✲❛ss❡t✬ ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ ❢❡❞❡r❛❧

❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜♦♥❞s s♦ t❤❛t✿

ρt = ̟ + ς exp

(

B̃
g
t+1ΥPΥA − B̃

g
t

Ỹt
−
B̃

g
SS(ΥPΥA − 1)

ỸSS

)

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ♣❛✐❞ t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♦♥ ❞❡♣♦s✐ts ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ③❡r♦ ♣r♦✜t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♦ t❤❛t✿

r
p
t = D̃−1

t
˜Inct

✼✳ ❚❤❡ ❣♦♦❞s ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛rs s✉❝❤ t❤❛t✿

∑

q=c,n

Zq(Gt)
g(Kq

t )
α(AtN

q
t )

1−α−g = C̃t + Ĩt + G̃t

✸✸



✇❤❡r❡ ♣r✐✈❛t❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Ĩt ≡ Ĩct + Ĩnt + Ĩot + Ĩrt + Φ̃H
t

✇✐t❤✿

Ĩct = K̃c
t+1(ΥPΥA)− (1− δK)K̃c

t + Ξc
t

Ĩnt = K̃n
t+1(ΥPΥA)− (1− δK)K̃n

t + Ξn
t

Ĩot = H̃o
t+1(ΥPΥA)− (1− δo)H̃o

t

Ĩrt = H̃r
t − (1− δr)H̃r

t−1(ΥPΥA)
−1

Φ̃H
t =

∫

Z

∫

J

∑

f=s,m

Ω̃z,f
t,j

(

φoh̃
o;z,f
t+1,j+1(ỹ) + φrh̃

r;z,f
t+1,j+1(ỹ)

)

dj dz

❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

G̃t ≡ C̃
fed
t + C̃sl

t + Ĩ
fed
t + Ĩslt

✇✐t❤✿

Ĩ
fed
t = G̃

fed
t+1(ΥPΥA)− (1− δg)G̃sl

t

Ĩslt = G̃sl
t+1(ΥPΥA)− (1− δg)G̃sl

t

✽✳ ❚❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❞❡❜t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✿

B̃
g
t+1(ΥPΥA) = C̃

fed
t + Ĩ

fed
t + T̃R

fed

t − ( ˜txl
hh

t + ˜txl
c

t +
˜txl

beq

t ) + (1 + ρt)B̃
g
t

❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ✜s❝❛❧❧② s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ♣❛t❤ s♦ t❤❛t✿

lim
k→∞

B̃
g
t+k

∏k−1
s=0(1 + ρt+s)

= 0

✇❤❡r❡ ❢❡❞❡r❛❧ t❛① r❡❝❡✐♣ts ❢r♦♠ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ✜r♠s✱ ❛♥❞ ❜❡q✉❡sts ❛r❡✿

˜txl
hh

t =

∫

Z

∫

J

∑

f=s,m

(

õit
z,f

t,j + c̃it
z,f

t,j + τ
pr
t
ˆ̃iz,ft,j

)

Ω̃z,f
t,j dj dz

˜txl
c

t = τ ct

(

Ỹ c
t − w̃tÑ

c
t −

˜ded
c

t

)

− ˜crd
c

t

˜txl
beq

t = τ
beq
t (1− Λ) (ΥA)

∫

Z

∫

J

(1− πj)
∑

f=s,m

Ω̃z,f
t,j ỹt+1,j+1 dj dz

❛♥❞ tr❛♥s❢❡rs ❛r❡✿

T̃R
fed

t =

∫

Z

∫

J

∑

f=s,m

(

s̃s
z,f
t,j + ˜trs

z,f

t,j

)

Ω̃z,f
t,j dj dz

✸✹



✾✳ ❚❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜✉❞❣❡t✿

s̃lt
hh

t + s̃lt
c

t = C̃sl
t + Ĩslt

✇❤❡r❡ ♥❡t st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛① r❡❝❡✐♣ts ❢r♦♠ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞ ❝♦r♣♦r❛t✐♦♥s ❛r❡✿

s̃lt
hh

t =

∫

Z

∫

J

∑

f=s,m

τ slt î
z,f
t,j + τ

slp
t hot,jΩ

z,f
t,j dj dz

s̃lt
c

t = τ slct

(

Ỹ c
t − w̃tÑ

c
t − itB̃

c
t

)

✶✵✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐s t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t✿

Ω̃z,f
t+1,j = Ω̃z,f

t,j

✶✶✳ ❚❤❡ ♥❡t ✇♦rt❤ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s t❤❛t ❞✐❡ ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❣❡ J ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞

t♦ ❡♥❞✲♦❢✲❧✐❢❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s t♦ ❜❡q✉❡sts ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❧✐✈✐♥❣ s✉❝❤ t❤❛t✿

c̃eolt = Λ (ΥA)

∫

Z

∫

J

(1− πj)
∑

f=s,m

Ω̃z,f
t,j ỹt+1,j+1 dj dz

˜beqt = (1− τ
beq
t )(1− Λ) (ΥA)

∫

Z

∫

J

(1− πj)
∑

f=s,m

Ω̃z,f
t,j ỹt+1,j+1 dj dz

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❆ st❡❛❞②✲st❛t❡ ♣❡r❢❡❝t✲❢♦r❡s✐❣❤t tr❡♥❞✲st❛t✐♦♥❛r② r❡❝✉rs✐✈❡ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t✲❢♦r❡s✐❣❤t st❛t✐♦♥❛r② r❡❝✉rs✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❤❡r❡ ❡✈❡r② ❣r♦✇t❤✲❛❞❥✉st❡❞
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