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▼❛♥❛❣✐♥❣ ❊♠♣❧♦②❡❡s ✬■♥s✐❞❡s✬ t♦ ❘❡♠❡❞② ❆❣❡♥❝②

Pr♦❜❧❡♠s❄ ❆ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ▲❡❛❞❡rs❤✐♣

❏♦❝❡❧②♥ ❉♦♥③❡∗ ❛♥❞ ❖❧✐✈✐❡r ❙✐♠❛r❞ ❈❛s❛♥♦✈❛†

❏✉♥❡ ✶✸✱ ✷✵✶✾

❆❜str❛❝t

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❧❡❛❞❡r ✇❤♦ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧

st②❧❡ ♦❢ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ t♦ ♠♦t✐✈❛t❡ ❛ t❡❛♠ ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡rs✱ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ❛♥❞ ❢r❡❡ r✐❞✲

✐♥❣✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❡①t❡♥❞s tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛❞❡r

t♦ ❞❡❧✐✈❡r ❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ st❛♥❞❛r❞ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❲❤❡♥

❢♦❧❧♦✇❡rs ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ♠❡ss❛❣❡✱ t❤❡② ❣❡t ♠♦r❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❛♥❞ ❡①❡rt ♠♦r❡ ❡✛♦rt✳

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧

♠❡ss❛❣❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛r❡ ❜❡tt❡r ♦✛ ✉♥❞❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳ ❲❡ ❛❧s♦

s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✲ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ❝♦♠❡s

❛t ❛ ✜①❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦st ✲ ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ❛♥❞ ❧❡ss ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✱ ❛t ❧❡❛st ✇❤❡♥ t❤❡ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡✐♥❢♦r❝❡ t♦♦ ♠✉❝❤

t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♠❛❦❡s s♦✲

❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s s✉✣❝✐❡♥t❧② str♦♥❣❡r✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ r❡❣❛✐♥s ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ❝❛♥

❡✈❡♥ r❡♠❡❞② t❤❡ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡

❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳

❏❊▲ ❝♦❞❡s✿ ❉✷✱ ❉✽✱ ❉✾✱ ▼✺✳

❑❊❨❲❖❘❉❙✿ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✱ t❡❛♠s✱ ❛❣❡♥❝② ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡✳

∗❇❊❚❆ ❯▼❘✼✺✷✷✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❙tr❛s❜♦✉r❣
†❇❊❚❆ ❯▼❘✼✺✷✷✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❙tr❛s❜♦✉r❣

✶



✧❚❤❡ ♠♦❞❡r♥ ❜✉s✐♥❡ss ♦❢ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐s ♦❢t❡♥ ♠❛♥❛❣✐♥❣ t❤❡ ✬✐♥s✐❞❡s✬ ✲ t❤❡ ❤♦♣❡s✱

❢❡❛rs✱ ❛♥❞ ❛s♣✐r❛t✐♦♥s ✲ ♦❢ ✇♦r❦❡rs✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦rs ❞✐r❡❝t❧②✧ ✭❉❡❡t③✱

✶✾✾✺✮✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊✈❡r② ②❡❛r✱ t❤❡ ♥❡✇❧② ❤✐r❡❞ ❡♠♣❧♦②❡❡s ♦❢ ●❡♥t❧❡ ●✐❛♥t✱ ❛ ▼❛ss❛❝❤✉s❡tts ♠♦✈✐♥❣ ❝♦♠♣❛♥②✱

♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ ❛ ✏st❛❞✐✉♠ r✉♥✑ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ r✉♥ ✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥ t❤❡ ✸✼ s❡❝t✐♦♥s

♦❢ ❍❛r✈❛r❞ st❛❞✐✉♠✱ ❡♥❝♦✉r❛❣❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❡♠♣❧♦②❡❡s✳ ❚❤✐s ❤❛r❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞

❜② ❛ ❜r❡❛❦❢❛st ❛♥❞ ❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ s♣❡❡❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❈❊❖ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥②✱ P❡t❡r ❖✬❚♦♦❧❡✳ ❇②

♦r❣❛♥✐③✐♥❣ t❤✐s ❡✈❡♥t✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ❞❡❧✐✈❡rs t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ t❤❛t ❡✛♦rt✱ s❡♥s❡ ♦❢ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱ s♦❧✐❞❛r✐t②

❛♥❞ t❡❛♠✇♦r❦ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣❛rts ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡ ✈❛❧✉❡s ❛t ✇♦r❦✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✽✵s✱ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐❞❡❛s ❤❛✈❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✏s♦❢t✑ ❛s♣❡❝ts ❜♦t❤ ❛t

♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛❞✈❡♥t ♦❢ ✏♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥❛❧ ❝✉❧t✉r❡✑✱ ✏❡♠♣❧♦②❡❡ ❞❡✈❡❧♦♣✲

♠❡♥t✑✱ ✏❡♠♣❧♦②❡❡ ❡♠♣♦✇❡r♠❡♥t✑ ❛♥❞ ✏t❡❛♠ ❜✉✐❧❞✐♥❣✑✱ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❛❧t❡r t❤❡

✇❛② ❡♠♣❧♦②❡❡s ♣❡r❝❡✐✈❡✱ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡ t❤❡ t❛s❦s t❤❡② ♣❡r❢♦r♠✱ ❤♦✇ t❤❡② ❢❡❡❧ r❡❧❛t❡❞ t♦

t❤❡✐r ✇♦r❦❣r♦✉♣✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡② ✐❞❡♥t✐❢② ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ■♥ t❤❡ t❡r♠✐✲

♥♦❧♦❣② ♦❢ ❇❛ss ✭✶✾✽✺✱ ✶✾✾✵✮✱ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❤❛s s✇✐t❝❤❡❞ ❢r♦♠ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤

❡♠♣❧♦②❡❡s ❡①❡rt ❡✛♦rt ✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ♠♦♥❡t❛r② r❡✇❛r❞✱ t♦ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ ✐♥

✇❤✐❝❤ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♠♦♥❡②✱ ❧❡❛❞❡rs ❛rt✐❝✉❧❛t❡ ❛ ✈✐s✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ r❛✐s❡ ❡♠♣❧♦②❡❡s✬ ❛s♣✐r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❡①❡rt ❡✛♦rt ❜❡②♦♥❞ ✇❤❛t ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❡①♣❡❝t❡❞

✐♥ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ♥♦t❛❜❧② ♦❢t❡♥ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s

✈✐s✐♦♥ ❛s ❛ ❜❛s✐s ❢♦r ❣r♦✉♣ ✐❞❡♥t✐t②✿ ❋♦❧❧♦✇❡rs ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✈❛❧✉❡ ❥♦✐♥✐♥❣

❛ s❤❛r❡❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ✭❙❤❛♠✐r✱ ❍♦✉s❡ ❛♥❞

❆rt❤✉r✱ ✶✾✾✸ ❀ ❆s❤❢♦rt❤ ❛♥❞ ▼❛❡❧✱ ✶✾✽✾✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❡♥❞♦rs❡

t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r✲

♠❛t✐♦♥❛❧ st②❧❡s ♦❢ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧❡♥s❡s ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t❤❡♦r②✳ ❲❤❛t ✈✐s✐♦♥ s❤♦✉❧❞ t❤❡

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡r ❛rt✐❝✉❧❛t❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❢♦❧❧♦✇❡r ❛❞❤❡r❡♥❝❡❄ ❍♦✇ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ♠♦♥❡t❛r②

✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡ t♦ ❜❡tt❡r ♠♦t✐✈❛t❡ ❡♠♣❧♦②❡❡s❄ ❉♦❡s

✷



t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ st②❧❡ ❛❧❧♦✇ t♦ r❡♠❡❞② ♣r♦❜❧❡♠s ❧✐❦❡ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ♦r ❢r❡❡ r✐❞✐♥❣ t❤❛t ❛r❡

t②♣✐❝❛❧ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ st②❧❡❄ ❉♦❡s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ st②❧❡ ❜❡♥❡✜t ❢♦❧❧♦✇❡rs❄

❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❤❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛ tr❛♥s✲

❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡r t♦ r❛✐s❡ ❡♠♣❧♦②❡❡s✬ ❛s♣✐r❛t✐♦♥s ✭❇❛ss✱ ✶✾✽✺ ❛♥❞ ✶✾✾✵✮✳ ❋✐rst t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❝❛♥

♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛♥❞ ♣✉r♣♦s❡ t♦ ❡♠♣❧♦②❡❡s ❜② ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡✐r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇♦r❦ ❝♦♥✲

tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳ ❊♠♣❧♦②❡❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ✇❤❡♥

t❤❡② ❦♥♦✇ ❤♦✇ t❤❡② ✜t ✐♥t♦ t❤❡ ❜✐❣ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥❛❧ ♣✐❝t✉r❡✳ ❚♦ ❡♥r✐❝❤ t❤❡ t❛s❦ ♠❡❛♥✐♥❣✱ t❤❡

❧❡❛❞❡r ❝❛♥ ♥♦t❛❜❧② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❛ ❥♦✐♥t ♣✉r♣♦s❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❜② st❛t✐♥❣ ❵✇❤♦ ✇❡ ❛r❡✬✱ ❵✇❤❛t ✇❡

❞♦ ❛♥❞ ✇❤②✬ ❛♥❞ ❵✇❤❛t ✇❡ ✈❛❧✉❡✬✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❝❛♥ ❣✐✈❡ ♠♦r❡ ❛✉t♦♥♦♠② t♦ ❡♠♣❧♦②❡❡s✱

❢♦st❡r t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ t❤❡♠ t♦ t❛❝❦❧❡ ♦❧❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ♥❡✇ ✇❛②s✳ ❚❤✐r❞✱ t❤❡

❧❡❛❞❡r ❝❛♥ ❛❝t ❛s ❛ r♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡s ❜② ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❤✐❣❤ st❛♥❞❛r❞s ♦❢ ❝♦♥❞✉❝ts

❛♥❞ ❜❛❝❦✐♥❣ ✉♣ t❛❧❦ ✇✐t❤ ❛❝t✐♦♥✳ ❋♦✉rt❤✱ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❡♠♣❧♦②❡❡s✱

❧✐st❡♥ t♦ t❤❡✐r ♥❡❡❞s ❛♥❞ ❝♦♥❝❡r♥s✱ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss ❣r❛t✐t✉❞❡ ✇❤❡♥ ✇♦r❦ ✐s ❞♦♥❡✳✶

❋r♦♠ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❛❝ts ♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡rs✬ ✐❞❡♥t✐t②✳

●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ✐❞❡♥t✐t② ❛♥s✇❡rs t❤❡ q✉❡st✐♦♥s ♦❢ ✇❤♦✱ ✇❤❛t✱ ✇❤❡r❡✱ ❛♥❞

✇❤② t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s✳✷ ❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡r ❝r❡✲

❛t❡s ❛ ♥❛rr❛t✐✈❡ t❤❛t ❤❡❧♣s ❢♦❧❧♦✇❡rs t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦r❡ ❝❧❡❛r❧② t❤❡✐r ✐❞❡♥t✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

t❛s❦s t❤❡② ♣❡r❢♦r♠✱ t❤❡ t❡❛♠ t❤❡② ❜❡❧♦♥❣ t♦✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳ ❲♦r❦ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡

♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❢♦r ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ❡①❡rt ❡✛♦rt ✐♥❝r❡❛s❡s✳✸ ❆ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡

✐s t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡s✬ ❡❢✲

❢♦rt✱ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❛♥❞ ❥♦❜ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ❆r♥♦❧❞✱ ❇❛r❧✐♥❣✱ ❑❡❧❧♦✇❛②✱ ▼❝❑❡❡✱ ✷✵✵✼✮✳ ❈❧❡❛r❧②✱

❢♦❧❧♦✇❡rs ❛r❡ ♥♦t ♣❛ss✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ♦❢ ♠❛♥❛❣❡r✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐❞❡♥t✐t✐❡s✿ t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ✇✐❧❧✲

✐♥❣ t♦ ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ✐❢ ✐t ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s

r❡❣❛r❞✐♥❣ ✇♦r❦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦ ❛❞❤❡r❡ ✇❤❡♥ t❤❡② ♣❡r❝❡✐✈❡ t❤❛t

t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ t♦ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣❡♦♣❧❡✱ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦ ❛❝❝❡♣t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇❡rs ♠❛②

✈❛❧✉❡ ❜❡✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ ❛ ♥❡✇ st✐♠✉❧❛t✐♥❣ s❤❛r❡❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ ♠♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣

✶❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✏■❞❡♥t✐t② r❡❣✉❧❛t✐♦♥✑✱ ❛ ♠♦❞❡ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ t❤❛t ✐s
✏❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❡❧❢✲♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡s ✇✐t❤✐♥ ♠❛♥❛❣❡r✐❛❧❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❞✐s❝♦✉rs❡s ❛❜♦✉t ✇♦r❦
❛♥❞ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♠✐tt❡❞✑ ✭❆❧✈❡ss♦♥ ❛♥❞ ❲✐❧❧♠♦tt✱
✷✵✵✷✿✻✷✵✮✳

✷❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ t❛❧❦ ♦❢ ✏s❡❧❢✲❝♦♥❝❡♣t✑✳
✸❙❡❡ ❈❛ss❛r ❛♥❞ ▼❡✐❡r ✭✷✵✶✽✮ ❢♦r ❛ s✉r✈❡② ❛❜♦✉t ♠❡❛♥✐♥❣ ❛s ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❡♠♣❧♦②❡❡s✳

✸



❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛ ❣r♦✉♣ ✭❆s❤❢♦rt❤ ❛♥❞ ▼❛❡❧✱ ✶✾✽✾✮✳✹ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞♦♣t❡rs ♠❛②

r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❤❡r❡♥t t♦ ❛❞❤❡r❡♥❝❡ ✭❡✳❣✳✱ ❍♦❣❣ ❛♥❞ ▼✉❧❧✐♥✱ ✶✾✾✾✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❧❛r❣❡r

❣r♦✉♣ ♠❛② ❛❝❝❡♥t✉❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠✐t② ❡✛❡❝ts ♦r t❤❡ ♣❡❡r ♣r❡ss✉r❡ ❡✛❡❝ts ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡rs✳✺

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧❧② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❛❧❧ ❝♦♥t❡①ts✿

• ■t ✐s ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ s♠❛❧❧ ♦r ♠❡❞✐✉♠ ✜r♠s t❤❛♥ ✐♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s ✭▲✐♥❣✱

❙✐♠s❡❦✱ ▲✉❜❛t❦✐♥✱ ❛♥❞ ❱❡✐❣❛✱ ✷✵✵✽✮✳

• ■t ✐s ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ t❡❛♠s ❤✐❣❤❡r ✐♥ ✏♣♦✇❡r ❞✐st❛♥❝❡✑ ✭❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤②✮ ❛♥❞

✏❝♦❧❧❡❝t✐✈✐s♠✑ ✭str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t✐❡s t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ t♦ ♦t❤❡rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r ❝♦♠♠✉♥✐t②✮

✭❘♦❜❜✐♥s ❛♥❞ ❏✉❞❣❡✱ ✷✵✶✸✮✳

• ■t ✐s ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♠♦♥✲

❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✭❑✈❛❧ø②✱ ◆✐❡❦❡♥✱ ❛♥❞ ❙❝❤ött♥❡r✱ ✷✵✶✺ ❀ ■❝❤♥✐♦✇s❦✐ ❛♥❞ ❙❤❛✇✱ ✷✵✵✸✮✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♠♦❞❡❧✐③❡ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✲❢♦❧❧♦✇❡r✭s✮ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✲❛❣❡♥t✭s✮ ❢r❛♠❡✲

✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞❡r ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❡✐t❤❡r ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ st②❧❡ ♦❢ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣

t♦ ♠♦t✐✈❛t❡ ❛ t❡❛♠ ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡rs✳ ❯♥❞❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✱ t❤❡ ❧❡❛❞❡r s❡❡❦s t♦ ❛❧t❡r

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡rs✬ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❛tt✐t✉❞❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✇♦r❦ ❜② ❞❡❧✐✈❡r✐♥❣ ❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤

❡♥t❛✐❧s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦st t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐s t♦ ♦✛❡r ❛ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧

❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡rs✬ ❞❡❝✐s✐♦♥s t♦ ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r

❡✛♦rt ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢

♥♦♥✲♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧

♠❡ss❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❆r❡ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s s✉❜st✐t✉t❡s ♦r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts❄ ❉♦ ❢♦❧❧♦✇❡rs

❜❡♥❡✜t ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ st②❧❡ ♦❢ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣❄ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ st②❧❡s✳ ◆♦t❛❜❧②✱ ✇❤❛t ✐s t❤❡ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢

t❤❡ t❡❛♠❄ ❚❤✐r❞✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡rs ✉♥❞❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧

❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ t②♣✐❝❛❧ ❛❣❡♥❝② ♣r♦❜❧❡♠s ❧✐❦❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ❛♥❞ ❢r❡❡

✹Ps②❝❤♦❧♦❣✐sts t❛❧❦ ♦❢ ✏❣r♦✉♣ ✐❞❡♥t✐t②✑ t♦ r❡❢❡r t♦ ❛ ♣❡rs♦♥✬s s❡♥s❡ ♦❢ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ❣r♦✉♣✳
✺❆s ✐♥ t❤❡ ●❡♥t❧❡ ●✐❛♥t ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✏st❛❞✐✉♠ r✉♥✑✱ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❝❛♥ r❡✐♥❢♦r❝❡ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❛❞❤❡r❡

❜② ♠❛❦✐♥❣ ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡s✳ ❍❡ ♦r s❤❡ ❝❛♥ ❛❧s♦
❡♥❣❛❣❡ ✐♥ t❤❡ r❤❡t♦r✐❝❛❧ ✉s❡ ♦❢ ✏✇❡✑ ❛♥❞ ✏✉s✑ t♦ ❢♦st❡r t❤❡ ❣r♦✉♣ ✐❞❡♥t✐t② ✭❙t❡✛❡♥s ❛♥❞ ❍❛s❧❛♠✱ ✷✵✶✸✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧
❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t ❧❛t❡r✳

✹



r✐❞✐♥❣✱ t❤❛t r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞❡r t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡rs✬ ❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❤✐s ♦r ❤❡r ♦✇♥

♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ r❡❛❝❤ ✜rst✲❜❡st ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✱ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛❞❡r

t♦ ❞❡❧✐✈❡r ❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡✱ ❛❜❧❡ t♦ r❡♠❡❞② ❛❣❡♥❝② ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❣❡t ❝❧♦s❡r t♦ ✜rst✲❜❡st

❡✣❝✐❡♥❝②❄ ❋♦✉rt❤✱ ❢♦❧❧♦✇❡rs ♠❛② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡

❧❡❛❞❡r✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s t♦ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡r✭s✮ t♦ t❛r❣❡t ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡✳

❙❤♦✉❧❞ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❞❡❧✐✈❡r ❛♥ ❛♠❜✐t✐♦✉s ✈✐s✐♦♥ ♦♥❧② ❛✐♠❡❞ ❛t ❢♦❧❧♦✇❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✐♥✐t✐❛❧

✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❄ ❙❤♦✉❧❞ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❞❡❧✐✈❡r ❛ ❧❡ss ❛♠❜✐t✐♦✉s ✈✐s✐♦♥ t♦ ✇❤✐❝❤ ♠♦r❡ ❢♦❧❧♦✇❡rs

✇✐❧❧ ❛❞❤❡r❡❄

❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✭t❤❡ ✏❧❡❛❞❡r✑✮ ❡♠♣❧♦②s

❛ t❡❛♠ ♦❢ ❛❣❡♥ts ✭✏❢♦❧❧♦✇❡rs✑✮ t♦ ✇♦r❦ ♦♥ ❛ ❥♦✐♥t ♣r♦❥❡❝t✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞❡r ❝❛♥♥♦t ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❡❢✲

❢♦rt ❧❡✈❡❧s ❡①❡rt❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇❡rs✳ ❊❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡r ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝

♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞❡r ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ✉s❡ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ st②❧❡ ♦❢ ❧❡❛❞❡r✲

s❤✐♣✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❝❛s❡ ❛♥❞ r❡❧✐❡s ♦♥ st❛♥❞❛r❞ ♠♦♥❡t❛r②

✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡

♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞❡r t♦ ❞❡❧✐✈❡r ❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇❡rs✱ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✜①❡❞ ❝♦st✱ F ✳

❊❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡r ❝❛♥ ❛❞❤❡r❡ ♦r ♥♦t t♦ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦st t♦ ❛❞❤❡r❡ t❤❛t ✐s

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ❡✛♦rt

❧❡✈❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❜❡♥❡✜t t♦ ❛❞❤❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❡♠❜r❛❝✐♥❣

t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ♠❡❛♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡r ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡r ❛❞❤❡r❡s t♦ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦✉t✇❡✐❣❤s t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛❞❤❡r❡♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s

❝❛s❡✱ ❤❡ ♦r s❤❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❛♥❞ ❡①❡rts ♠♦r❡ ❡✛♦rt✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts

t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ st②❧✐③❡❞ ❢❛❝ts ❛❜♦✉t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳

❚❤❡ ✜rst r❡s✉❧t st❛t❡s t❤❛t ✉♥❞❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✱ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ❛♥❞

♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts✿ ❛ ❢♦❧❧♦✇❡r ❛❞❤❡r❡s t♦ ❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ❞✐st❛♥t

❢r♦♠ ❤✐s ♦r ❤❡r ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡ t❤❛t

❢♦❧❧♦✇❡rs ❛r❡ r❡❛❞② t♦ ❛❝❝❡♣t ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t❡❛♠✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❛s❡s✳

■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❛❞❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t ♦r ❧✐tt❧❡ ❛✛❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ t❡❛♠ ❣❡ts

❧❛r❣❡r✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❤❛s t♦ ❞❡❧✐✈❡r ❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧

♠❡ss❛❣❡ ♠♦r❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t ✇✐t❤ ❢♦❧❧♦✇❡rs✬ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✭t❤❛t ✐s✱ ❛ ❧❡ss ❛♠❜✐t✐♦✉s

✺



✈✐s✐♦♥✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡✐r ❛❞❤❡r❡♥❝❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❞✉❡ t♦ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝t ✿

❆ ❢♦❧❧♦✇❡r ✐s ❧❡ss ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ✐♥❝✉r t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛❞❤❡r❡♥❝❡ ✐❢ ❤❡ ♦r s❤❡ ❦♥♦✇s t❤❛t ♦t❤❡r ❢♦❧❧♦✇❡rs

✇✐❧❧ ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛♥❞ ❡①❡rt ♠♦r❡ ❡✛♦rt✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝t ❞✐✛❡rs

❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✭tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧✮ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝t ❞✉❡ t♦ t❡❛♠ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❜✉t ✐s ❛❧s♦ str♦♥❣❡r

✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡

s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❛❞❤❡r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ str♦♥❣❧② ✇❤❡♥ t❤❡ t❡❛♠ ❣❡ts ❧❛r❣❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❡①tr❛

s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦✉t✇❡✐❣❤ t❤❡ str♦♥❣❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛❝❝❡♣t

t♦ ❡♥❞♦rs❡ ❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡ t❤❛t ✐s ♠♦r❡ ❞✐st❛♥t ❢r♦♠ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡rs✬ ✉t✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✜r♠✬s ♣r♦✜t ✉♥❞❡r t❤❡ t✇♦ st②❧❡s ♦❢

❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛r❡ ❜❡tt❡r ♦✛ ✉♥❞❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❜❡❝❛✉s❡

♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r♦✜ts✱ ✇❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦st F s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❡❛❞❡r ♣r❡❢❡rs tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧

❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ♦✈❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛r❡❛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧

❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐s ❧❛r❣❡r ✇❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡rs✬ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇✿ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧

♠❡ss❛❣❡ ❤❡❧♣s ♠♦❜✐❧✐③❡ ❧❡ss ❡♥❣❛❣❡❞ ✇♦r❦❡rs✳ ❲❤❡♥ t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜✉t s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s

t♦ ❛❞❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t ♦r ❧✐tt❧❡ ❛✛❡❝t❡❞✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣

❜❡❝♦♠❡s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❧❡ss ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞❡r t❤❛♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t

♠❛② ❝♦♠❡ ❛s ❛ ♣❛r❛❞♦① ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✜①❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st F ✐♥❝✉rr❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛❞❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳ ■♥ ❢❛❝t ✐t ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝t✳

❲❤❡♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❛❞❤❡r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛s t❤❡ t❡❛♠ ❣❡ts ❧❛r❣❡r✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧

❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❜❡❝♦♠❡s ❛t ✜rst ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ t❤❛♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

t❡❛♠ ♠❡♠❜❡rs ❣r♦✇s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ str♦♥❣❡r s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♠❛❦❡ ❛❞❤❡r❡♥❝❡ t♦

t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ♠❡ss❛❣❡ ❡❛s✐❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♦✉t✇❡✐❣❤s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r

❜❡②♦♥❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❡❛♠ s✐③❡✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ♠❛② ❛❣❛✐♥ ❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❛♥

tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞❡r ✐❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s r❡❛❝❤ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱

✇❤❡♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❦❡❡♣ ❣r♦✇✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t❧② str♦♥❣❧② ✇✐t❤ t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡♠❡❞② t❤❡ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝t✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❛❧❧♦✇ t♦ r❡❛❝❤

t❤❡ ✜rst✲❜❡st ♦♣t✐♠✉♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ t❤✐s ♣♦❧❛r ❝❛s❡✱ s♦❝✐❛❧

✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s♦ str♦♥❣ t❤❛t ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤✐s t②♣❡ ♦❢

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❛s ✏❝❤❛r✐s♠❛t✐❝✑✳

✻



❚❤✐r❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ t❡❛♠ ♦❢ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇❡rs ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝

♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♥♦✇ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞❡r t♦ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ❡♠♣❧♦②❡❡✭s✮ t♦ t❛r❣❡t ❛♥❞

❝♦♥✈✐♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ♠❡ss❛❣❡ t❛r❣❡ts t❤❡ t✇♦

❡♠♣❧♦②❡❡s ✇❤❡♥ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t t♦♦ ❞✐✛❡r❡♥t✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✉r❣❡♦♥✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝s t❤❛t st✉❞✐❡s ❤♦✇ ❛♥ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥

❝❛♥ ❛❧t❡r t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ✐ts ❡♠♣❧♦②❡❡s t❤r♦✉❣❤ ✐ts ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ♦r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t st②❧❡✳ ❘♦t❡♠✲

❜❡r❣ ❛♥❞ ❙❛❧♦♥❡r ✭✶✾✾✸✮ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥tr❛❝ts ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✱ t❤❡ ❡♠♣❛t❤② ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞❡r

t♦✇❛r❞ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡✐r ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

♣r♦✜ts ✐♥ ❝♦♥t❡①ts ✇❤❡r❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s✳ ❆❦❡r❧♦❢ ❛♥❞ ❑r❛♥t♦♥ ✭✷✵✵✽✮

st✉❞② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ ✜r♠ t❤❛t ❢❛❝❡s ❛ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✇♦r❦❡rs✬ ❡✛♦rt✳ ❚❤❡

✜r♠ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❞❡❝✐❞❡ t♦ ♠♦♥✐t♦r ✇♦r❦❡rs ❝❧♦s❡❧② ♦r ♠♦r❡ ❧♦♦s❡❧②✳ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ✇♦r❦❡rs ❝❧♦s❡❧②

❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡t❡❝t s❤✐r❦✐♥❣ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧②✱ ❜✉t r❡❞✉❝❡s t❤❡✐r ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ✇♦r❦ ❜❡❝❛✉s❡

✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✳ ❆❦❡r❧♦❢ ❛♥❞ ❑r❛♥t♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡

t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜r♠ ♣r❡❢❡rs ❧❡ss s✉♣❡r✈✐s✐♦♥✳ ❑✈❛❧ø② ❛♥❞ ❙❝❤ött♥❡r ✭✷✵✶✺✮

❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦t✐✈❛t♦r ✇❤♦ ❝❛♥ ❡①❡rt ❛ ❝♦st❧② ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡✛♦rt ❝♦sts ♦❢ ❛

✇♦r❦❡r✱ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ❛♥❞ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳

❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t ♠♦♥❡② ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡s ♦r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡

♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ♠❛② ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧✳ ❉♦♥③❡ ❛♥❞ ●✉♥♥❡s ✭✷✵✶✽✮ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❛❣❡♥❝②

♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡♠♣❧♦②❡❡s ❤❛✈❡ ❜♦t❤ ❛ ♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞ ❛ s♦❝✐❛❧ ✐❞❡❛❧ ♦❢ ❡✛♦rt✳ ❚❤❡ ✜r♠ ❞♦❡s

♥♦t ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ✐❞❡❛❧s ❜✉t ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❡♠♣❧♦②❡❡s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✐❞❡❛❧ ❜②

❢♦st❡r✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✜r♠ ✐♥✈❡sts ✐♥ s♦❝✐❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣

t♦ r❡✐♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛❞✈❡rs❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜✲

❧❡♠✱ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❡♠♣❧♦②❡❡s ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r✳ ❆♥♦t❤❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ s❡❡s t❤❡

❧❡❛❞❡r ❛s t❤❡ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ♣♦ss❡ss❡s ❛ s✉♣❡r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ■♥ t❤✐s ✈❡✐♥✱

❍❡r♠❛❧✐♥ ✭✶✾✾✽✮ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ t❡❛♠ ❧❡❛❞❡r ✇❤♦ ❤❛s s♦♠❡ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

❛ ❥♦✐♥t ♣r♦❥❡❝t ❛♥❞ ❝❛♥ ❡①❡rt ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡✛♦rt ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♦t❤❡r t❡❛♠ ♠❡♠❜❡rs✳ ❍❡r♠❛❧✐♥

s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❧❡❛❞s ❜② ❡①❛♠♣❧❡✿ ❡✛♦rt ❛❝ts ❛s ❛ s✐❣♥❛❧ t❤❛t r❡✈❡❛❧s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❱❛♥ ❞❡♥ ❙t❡❡♥ ✭✷✵✵✺✮ s❤♦✇s t❤❛t ❛ ❧❡❛❞❡r ✇✐t❤ ❛ ✈✐s✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s str♦♥❣ ❜❡❧✐❡❢s

❛❜♦✉t t❤❡ r✐❣❤t ❝♦✉rs❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥✱ ❛ttr❛❝ts ❡♠♣❧♦②❡❡s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❜❡❧✐❡❢s✱ t❤r♦✉❣❤ s♦rt✐♥❣ ✐♥ t❤❡

❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t✳ ■t ♠❛② ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❛ ✜r♠ t♦ ❤✐r❡ s✉❝❤ ❛ ❧❡❛❞❡r✱ ♥♦t❛❜❧② ✇❤❡♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s

✼



❤✐❣❤ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦♥tr❛❝t ♦♥✳

❖✉r ✇♦r❦ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ✐♥ t✇♦ ❛s♣❡❝ts✳ ❋✐rst ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢♦❧❧♦✇❡r ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ t❡❛♠ ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡rs✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡

✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣

st②❧❡✳ ❲❤❡♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ ❧✐tt❧❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❜❡❝♦♠❡s

❧❡ss ♣r♦✜t❛❜❧❡ t❤❛♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❛s t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❲❤❡♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s

❛r❡ str♦♥❣❧② ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❜❡❝♦♠❡s

♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡✈❡♥ s♦❧✈❡ ❛❣❡♥❝②

♣r♦❜❧❡♠s✳ ❖✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡

✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞❡r ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ t❡❛♠ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❣r♦✉♣✲♦r✐❡♥t❡❞ ✈✐s✐♦♥ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡✐r

❢♦❧❧♦✇❡rs ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢②✿ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❣r♦✉♣ ✐❞❡♥t✐t② ❛♥❞ str♦♥❣ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❡♥❞♦rs❡ t❤❡

❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ♠❛❦❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ s✉❝❝❡ss❢✉❧✳ ❙❡❝♦♥❞✱

✇❡ ❛❧❧♦✇ ❡❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡r ♥♦t t♦ ❡♥❞♦rs❡ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥ ✐❢ t❤✐s ✈✐s✐♦♥ ✐s t♦♦ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡

❢♦❧❧♦✇❡r✬s ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛r❡ ♥♦t ♣❛ss✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ♦❢

♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥❛❧ ✐❞❡♥t✐t✐❡s✱ ❜✉t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ ❜② ❜♦t❤ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡✱ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s

❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡ ✈✐s✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s ✉s t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛♥❞

t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❦❡② ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ st②❧❡✳

❚❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧✐③❡ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ st②❧❡s ♦❢ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ st②❧❡ ♦❢ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✇❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

t✇♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❢♦❧❧♦✇❡rs✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✷ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

❲❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❛♥❞ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛s ✏t❤❡ ❧❡❛❞❡r✑ ❛♥❞ t❤❡

❛❣❡♥ts✴❡♠♣❧♦②❡❡s ❛s ✏t❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡rs✑✳

❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❆ r✐s❦ ♥❡✉tr❛❧ ❧❡❛❞❡r ✭✧s❤❡✧✮ ❡♠♣❧♦②s ❛ t❡❛♠ ♦❢ n r✐s❦ ♥❡✉tr❛❧ ❢♦❧❧♦✇❡rs

✭❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✧❤❡✧✮ t♦ ✇♦r❦ ♦♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦❥❡❝t✳ ❋♦❧❧♦✇❡r i ❡①❡rts ❛♥ ❡✛♦rt

❧❡✈❡❧ ei ∈ [0, 1]✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞❡r ❝❛♥♥♦t ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞

✽



♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ē ≡
∑n

j=1
ej

n
✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✐t ②✐❡❧❞s t❤❡

♣❛②♦✛ Y (n)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♠❛✐♥❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡✿ Y (n) = ny ✭❢♦r

❛ ❣✐✈❡♥ y > 0✮✱ ❜✉t ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❡✈♦❦❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡ ✐♥

s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❢❛✐❧s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− ē✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✐t ②✐❡❧❞s t❤❡ ♣❛②♦✛ ✵✳ ❆t

t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✱ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ st②❧❡s ♦❢ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✿ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧

♦r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❢❛❝❡s ✐♠♣♦rt❛♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ❛♥❞ t❤❡r❡❜②

♣r♦♣♦s❡s t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ t♦ ❛❧❧ ❢♦❧❧♦✇❡rs✳✻

❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳ ■t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② s✉❜s❝r✐♣t a✳ ❯♥❞❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✱ t❤❡

❧❡❛❞❡r ♣r♦♣♦s❡s t❤❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛❝t (sa, ba) t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ n ❢♦❧❧♦✇❡rs✱ ✇❤❡r❡ sa ✐s t❤❡

❜❛s❡ s❛❧❛r②✱ ❛♥❞ ba ✐s t❤❡ ❜♦♥✉s ♣❛✐❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇❡rs

❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥✐t✐❛❧ ✇❡❛❧t❤ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜♦rr♦✇ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s

t❤❛t t❤❡ ❧❡❛❞❡r ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❧✐❛❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✱ sa ≥ 0 ❛♥❞ ba ≥ 0✳ ■❢ ❢♦❧❧♦✇❡r i r❡❢✉s❡s

t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✱ ❤❡ ❣❡ts ❤✐s r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ s❡t

ei = 0✳ ■❢ ❢♦❧❧♦✇❡r i ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✱ ❤❡ ❡①❡rts ❡✛♦rt ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦❧❧♦✇❡rs✱ ❛♥❞

t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛②♠❡♥ts ❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♣♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ♦✉t❝♦♠❡ ✭s✉❝❝❡ss

♦r ❢❛✐❧✉r❡✮✳ ❋♦❧❧♦✇❡r i✬s ✭❡①♣❡❝t❡❞✮ ✉t✐❧✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Ui,a = ē

(
sa + ba −

1

2
c (ei − êi)

2

)
+ (1− ē)

(
sa −

1

2
c (ei − êi)

2

)

= sa + ēba −
1

2
c (ei − êi)

2 ✭✶✮

✇❤❡r❡ c > 0✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✉t✐❧✐t② ✐s s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ r❡✈❡♥✉❡ ❛♥❞ ❝♦st✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st

❢✉♥❝t✐♦♥ 1
2
c (ei − êi)

2 ❝♦♥✈❡②s t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇❡r i ❤❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱

êi✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡✛♦rt t❤❛t i ❡①❡rts ✇❤❡♥ t❤❡ ❜♦♥✉s ✐s ♥✐❧✱ ❜✉t t❤❡ ❜❛s❡ s❛❧❛r② ✐s

s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s s❛t✐s✜❡❞✳✼ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r ✭r❡s♣✳ t❤❡

❧♦✇❡r✮ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❡rs♦♥❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ✭r❡s♣✳ t❤❡ ❤✐❣❤❡r✮ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st

✻❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛♥②t❤✐♥❣ ✇❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✮ ❜✉t ♠❛❦❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✇❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✮✳ ❙❡❡ ❇❡♥❛❜♦✉ ❛♥❞ ❚✐r♦❧❡ ✭✷✵✶✻✮ ♦r ❉♦♥③❡ ❛♥❞ ●✉♥♥❡s ✭✷✵✶✽✮ ❢♦r
t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛ ✜r♠ ✉s❡s ❛ ♠❡♥✉ ♦❢ ❝♦♥tr❛❝ts t♦ s❝r❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳

✼❍♦❧♠strö♠ ❛♥❞ ▼✐❧❣r♦♠ ✭✶✾✾✶✮ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♠♦❞❡❧✐③❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳

✾



♦❢ ❡✛♦rt✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∂
∂( 1

2
c(ei−êi)

2)
∂ei

∂êi
= −c < 0 ✭✷✮

❚❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✭❡①♣❡❝t❡❞✮ ♣r♦✜t ✐s

πa = ē (ny − nba − nsa) + (1− ē) (−nsa)

= ē (ny − nba)− nsa ✭✸✮

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳ ■t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② s✉❜s❝r✐♣t f ✳ ❯♥❞❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞✲

❡rs❤✐♣✱ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ♦✛❡rs ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛❝t (sf , bf ) ❛♥❞ ❛rt✐❝✉❧❛t❡s ❛ ✈✐s✐♦♥ vf ≥ ê✳ ❍❡r

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❛❧t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡rs✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s

✈✐s✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ❡✛♦rt✳ ■❢ ❢♦❧❧♦✇❡r i r❡❢✉s❡s t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✱ ❤❡ ❣❡ts ❤✐s r❡s❡r✈❛t✐♦♥

✉t✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ s❡t ei = 0✳ ■❢ ❢♦❧❧♦✇❡r i ❛❝❝❡♣ts t❤❡

❝♦♥tr❛❝t✱ ❤❡ ❝❛♥ ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥ ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞❡r ❞♦❡s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ✇❤❡t❤❡r

❢♦❧❧♦✇❡r i ❤❛s ❛❞❤❡r❡❞ ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡ ✭❡①♣❡❝t❡❞✮ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡r i r❡❛❞s

Ui,f =




sf + ēbf −

1
2
c (ei − êi)

2 if i does not adhere to vf

sf + ēbf −
1
2
c (ei − vf )

2
− µ (m) (vf − êi)

2 if i adheres to vf

✭✹✮

✇❤❡r❡ m ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡rs ✇❤♦ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❛❞❤❡r❡✱ ✇✐t❤ m ≤ n✳

❲❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡r i ❛❞❤❡r❡s t♦ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡✱ ❤✐s ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ ❧❡✈❡❧ êi t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡✱ vf ✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❜② ♠❛❦✐♥❣

t❤❡✐r ✇♦r❦ ♠♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✳ ❆❞❤❡r❡♥❝❡ ❝♦♠❡s ❛t ❛ ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦st µ (m) (vf − êi)
2✳ ❚♦

✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s ❝♦st✱ ❝♦♥s✐❞❡r ✜rst t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ m✳ ❚❤❡ ❛❞❤❡r❡♥❝❡ ❝♦st ✐s ❧❛r❣❡r

✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ vf ✐s ♠♦r❡ ❞✐st❛♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ êi✿ ■t ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t

❢♦r ❛ ❢♦❧❧♦✇❡r t♦ ❡♥❞♦rs❡ ❛ ❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥♦t ❝♦♥❣r✉❡♥t ✇✐t❤ ❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ ✇♦r❦ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ µ (m) r❡✢❡❝ts ❤♦✇ ❢♦❧❧♦✇❡r i ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛♥❞ ❤✐s

✐♥✐t✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✿ ❛ s♠❛❧❧❡r µ (m) ♠❡❛♥s ❛ s♠❛❧❧❡r s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡

✶✵



t❤❛t t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❢♦❧❧♦✇❡rs✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ µ (m) ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧

✇❛②s✿ ■t r❡✢❡❝ts t❤❡ ♣❡rs✉❛s✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✿ ❛ ♠♦r❡ ❝❤❛r✐s♠❛t✐❝ ❧❡❛❞❡r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛

s♠❛❧❧❡r µ (m)✳ ■t ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ✉♣♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡rs✬ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤② ❛♥❞ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✿ ❲❤❡♥

❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ✐s ❤✐❣❤✱ µ (m) ✐s ❧♦✇❡r ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r♦♥❡ t♦ ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧② ✐t r❡✢❡❝ts t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❛❞❤❡r❡✳ ❙♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡

❜❡♥❡✜ts ♦r t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✭♦r ♥♦t✮ t♦ s♦♠❡ ❛❝t✐✈✐t② t❤❛t ❛r✐s❡ ❢r♦♠ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✇✐t❤

♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ ❛s t❤❡ ♣❧❡❛s✉r❡ ♦❢ ❞♦✐♥❣ t❤✐♥❣s t♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡ ❡♠♦t✐♦♥❛❧ ❣r❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢

❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣✱ ♦r ❝♦♥❢♦r♠✐t② ❡✛❡❝ts✳ ■♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✭❡✳❣✳ ❙❤❛♠✐r✱ ❍♦✉s❡ ❛♥❞ ❆rt❤✉r✱ ✶✾✾✸❀ ❆s❤❢♦rt❤ ❛♥❞ ▼❛❡❧✱

✶✾✽✾✱ ♦r ❇❛ss ❛♥❞ ❆✈♦❧✐♦✱ ✶✾✾✹✮✱ ❢♦❧❧♦✇❡rs ♠❛② ✈❛❧✉❡ ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ s❤❛r❡❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❞❡✜♥❡❞

❜② t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ ✐❞❡♥t✐t② ❛♥❞ ♠❡❛♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✳ ▼♦r❡

♣r♦s❛✐❝❛❧❧②✱ t❤❡② ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❝♦♥❢♦r♠✐t② ♦r ♣❡❡r ♣r❡ss✉r❡ ❡✛❡❝ts✳ ❙tr♦♥❣❡r s♦❝✐❛❧

✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♠❡❛♥ ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ µ(m)✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❛t m ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ st✉❞② t✇♦ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ µ (.) ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t

❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡

✭❡①♣❡❝t❡❞✮ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞♦♣t❡rs✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ µ (.) ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡

✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❣r♦✇s ✇✐t❤ t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡✿ ❡❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡r ✐s ♠♦r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❛❞❤❡r❡

✇❤❡♥ ❤❡ ♣❡r❝❡✐✈❡s t❤❛t t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡rs✱ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦

❛❝❝❡♣t✳ ❆s ♥♦t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❜❡✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡r ❣r♦✉♣ ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡rs ✇❤♦ ❡♠❜r❛❝❡ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s

✈✐s✐♦♥ ♠❛② ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡r✱ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

❛❞❤❡r❡♥❝❡✱ ❛♥❞✴♦r ❛❝❝❡♥t✉❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠✐t② ♦r ♣❡❡r ♣r❡ss✉r❡ ❡✛❡❝ts✳✽

❚❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✭❡①♣❡❝t❡❞✮ ♣r♦✜t ✐s

πf = ē (ny − nbf )− nsf − F, ✭✺✮

✇❤❡r❡ F ✐s t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦st

✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡rs t♦ ❝♦♥✈✐♥❝❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t

❡✈❡♥ ✐❢ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✇❤❡♥ t❤❡ t❡❛♠ ✐s ❧❛r❣❡✱ ✐t

✐s st✐❧❧ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ❛♥❞ ❧❡ss ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

✽❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ t❤✐♥❦ t❤❛t ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r t❡❛♠✱ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❛rt✐❝✉❧❛t❡ ❛ ♠♦r❡ ✐♥❝❧✉s✐✈❡ ✈✐s✐♦♥ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❣r♦✉♣ ✐❞❡♥t✐t②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤✐s ✐❞❡❛ ♠♦r❡ t❤♦r♦✉❣❤❧② ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳

✶✶



tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛t ❧❡❛st ✇❤❡♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s

❞♦ ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ t♦♦ ♠✉❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❧❛t❡r ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ t❤✐s

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ❝♦st ✐s r❡❧❛①❡❞✳

✸ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦❧❧♦✇❡rs

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✿ êi = ê ❢♦r ❛♥② i✳ ❲❡ ♠❛❦❡

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✳ ✭❛✮ 0 < y

c
≤ 1 ❀ ✭❜✮ 0 ≤ ê ≤ min

{
y

c
, 1− y

4c
−

√
y2

16c2
+ y

2c

}
❀ ✭❝✮ ❋♦r ❛♥②

n ≥ 1✱ µ(n) ≥ c
n(2−ê) c

y
−1

✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛✮✱ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ♦❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ♦❜t❛✐♥ ✐♥t❡r✐♦r s♦❧✉t✐♦♥s

❛♥❞ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ♥♦t❛❜❧② ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t y

c
+ ê ≤ 1✳✾ ❈♦♥❞✐t✐♦♥

✭❜✮ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳ ❲❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ st②❧❡s ♦❢ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳

❋✐❣✉r❡ ✶

✸✳✶ ❚❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❲❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ s✉❜❣❛♠❡ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

✾■♥❞❡❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t y
c
+ ê ≤ y

c
+1− y

4c −

√
y2

16c2 + y
2c = 1+ 3y

4c −

√
y2

16c2 + y
2c ✳ ❍♦✇❡✈❡r y

c
≤ 1

❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t 3y
4c −

√
y2

16c2 + y
2c ≤ 0✳

✶✷



❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❢♦❧❧♦✇❡r i ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ (sa, ba) ✇✐t❤

sa + ba ≤ y✳ ❋♦❧❧♦✇❡r i′s ♦♣t✐♠❛❧ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ ✐s

e∗i,a = argmax
ei

Ui,a =
ba
nc

+ ê ✭✻✮

❊①♣r❡ss✐♦♥ ✭✻✮ s❤♦✇s t❤❛t ❛ ❤✐❣❤❡r ❜♦♥✉s ♦r ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡ ❢♦❧❧♦✇❡r

i t♦ ❡①❡rt ♠♦r❡ ❡✛♦rt✳ ◆♦t s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ t❡❛♠ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ✐♥❞✉❝❡ ❢r❡❡ r✐❞✐♥❣✿

❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥tr❛❝t (sa, ba)✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ t❡❛♠✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡✛♦rt✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡

t♦ ✇❤❛t Pr❡♥❞❡r❣❛st ✭✶✾✾✾✮ ❝❛❧❧s t❤❡ ✏1/n ♣r♦❜❧❡♠✑✿ ❲❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡r i ✐♥❝r❡❛s❡s ❡✛♦rt ❜② dei

✉♥✐ts✱ ❤❡ ❣❡ts ❛♥ ❡①tr❛ ✭❡①♣❡❝t❡❞✮ ❜❡♥❡✜t ♦❢ dei
n

× ba✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♠❛❧❧❡r ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r t❡❛♠✳ ❲❡

✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❛s tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ ❧❡ss ❛♥❞ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t

❢♦❧❧♦✇❡r i ❡①❡rts t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡✛♦rt ê ✇❤❡♥ ba = 0✳ ❆t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡r

i ✐s sa + baê+
(
n− 1

2

)
b2a
n2c

❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ✲ ✇✐t❤ ✐ts t✇♦ ❞r✐✈❡rs ✲ r❡❛❞s

e∗a =
ba
nc︸︷︷︸

+ ê︸︷︷︸

monetary initial intrinsec

incentives motivation

✭✼✮

❚❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣r♦✜t ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ✿

max
ba≥0,sa≥0

e∗a (ny − nba)− nsa ✭✽✮

st✳ sa + baê+
(
n− 1

2

)
b2a
n2c

≥ 0

✇❤❡r❡ e∗a ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✼✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ba ≥ 0, sa ≥ 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧✐♠✐t❡❞

❧✐❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ s❛❧❛r②

❞♦❡s ♥♦t ♣❧❛② ❛♥② ✐♥❝❡♥t✐✈❡ r♦❧❡ ❜✉t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦st ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞❡r ✇❤♦ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❤♦♦s❡s s∗a = 0✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❜♦♥✉s ✐s

✶✸



b∗a =





y

2
− ncê

2
if n ≤ y

cê

0 if n > y

cê

✭✾✮

❲❤❡♥ ê = 0✱ t❤❡ ❜♦♥✉s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ y

2
: ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ ❡❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡r ❣❡ts ❛ ❜♦♥✉s

❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ r❡t✉r♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✳✶✵ ❲❤❡♥ ê > 0✱ t❤❡ ❧❡❛❞❡r s❡ts ❛ ❜♦♥✉s

s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ y

2
❜❡❝❛✉s❡ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❛♥❞ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❡①❡rt ❡✛♦rt✳

❲❤❡♥ t❤❡ t❡❛♠ ❣❡ts ❧❛r❣❡r✱ t❤❡ ❜♦♥✉s ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ♥✐❧ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡ y

cê
✳ ❚❤❡

r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ❛s t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ 1/n ♣r♦❜❧❡♠ ✭❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✼✮✮ ♠❛❦❡s ♠♦♥❡t❛r②

✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❧❡ss ❛♥❞ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❡ t♦ ❡①❡rt ❡✛♦rt✱ ✇❤♦s❡ ✐♥t❡♥s✐t②

r❡♠❛✐♥s ❡q✉❛❧ t♦ ê✳ ❉r♦♣♣✐♥❣ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t i✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ ❢♦❧❧♦✇❡r ✐s

e∗a =





y

2nc
+ ê

2
if n ≤ y

cê

ê if n > y

cê

✭✶✵✮

❯♥❞❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✱ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❡①❡rt ♠♦r❡ ❡✛♦rt ✇❤❡♥ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧

✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r ♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛❧ r❡t✉r♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✉♥❞❡r s✉❝❝❡ss ✐s

❧❛r❣❡r✳ ❆s t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧s ❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥❞ t❡♥❞ t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ ê✳✶✶ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜t r❡❛❞s

π∗
a =





1
4c

(
y + ncê

)2
if n ≤ y

cê

nêy if n > y

cê

✭✶✶✮

✸✳✷ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❲❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ s✉❜❣❛♠❡ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜② ❜❛❝❦✇❛r❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦t✐✈❛✲

t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡ vf ≥ ê ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ (sf , bf ) ✇✐t❤ sf + bf ≤ y✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ n

❢♦❧❧♦✇❡rs ❛❝❝❡♣t t❤❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛❝t (sf , bf ) ❛♥❞ ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ♠❡ss❛❣❡ vf ✐s ❛

✶✵❲❤❡♥ ê = 0✱ y
cê

= ∞ ❛♥❞ ✇❡ ❛❧✇❛②s st❛② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ n ≤ y
cê

✳
✶✶◆♦t❡ t❤❛t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ✭❜❡❝❛✉s❡ y

2nc +
ê
2 ≤ y

2c +
ê
2 ≤

1
2 < 1✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss✳

✶✹



◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❢♦❧❧♦✇❡r i. ❍✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛♦rt ✇❤❡♥ ❤❡ ❛❞❤❡r❡s t♦ vf ✐s

e∗i,f = argmax
ei

Ui,f =
bf
nc

+ vf . ✭✶✷✮

❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❛②♦✛ ✐s

sf +
2n− 1

2n2c
b2f + bfvf − µ(n)(vf − ê)2 ✭✶✸✮

■❢ ❢♦❧❧♦✇❡r i ❞❡✈✐❛t❡s ✉♥✐❧❛t❡r❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ vf ✱

t❤❡ ♣❛②♦✛ ❤❡ ❣❡ts ✇❤❡♥ ❡①❡rt✐♥❣ ❛♥ ❡✛♦rt edf ❜❡❝♦♠❡s

sf +

(
(n− 1)(

bf
nc

+ vf ) + edf

)
bf
n

−
1

2
c(edf − ê)2 ✭✶✹✮

❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✭✶✹✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ edf ②✐❡❧❞s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡✛♦rt ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✿

edf =
bf
nc

+ ê✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣❛②♦✛ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇❡r r❡❛❞s

sf +
2n− 1

2n2c
b2f +

n− 1

n
bfvf +

bf
n
ê ✭✶✺✮

❚♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❢♦❧❧♦✇❡r i s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧❧②✿ ❡①♣r❡ss✐♦♥

✭✶✺✮ ♠✉st ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s vf ≤ ê +
bf

nµ(n)
✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❢♦❧❧♦✇❡r

❛❞❤❡r❡s t♦ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ vf ∈
[
ê, ê+

bf
nµ(n)

]
✳

❚❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ bf , t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡ss❛❣❡

❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❢♦❧❧♦✇❡rs✬ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✿

v∗f = ê+
1

nµ(n)
bf ✭✶✻✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ v∗f ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r ✜rst t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ t❡❛♠

s✐③❡✱ n✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞❡r ❤❛s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜♦♥✉s bf ✐❢ s❤❡ ✇❛♥ts t♦ ♠❛❦❡ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛❝❝❡♣t

❛ ♠❡ss❛❣❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ ê✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ v∗f

❛♥❞ ê ✐s ❤✐❣❤❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s bf ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛❞❤❡r❡♥❝❡

µ(n) ✐s s♠❛❧❧❡r✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡

✶✺



♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡✱ ❛ ♥♦♥✲♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ t❡❛♠ ❣r♦✇s ✐♥ s✐③❡✳ ❚❤✐s ❤❛s t✇♦ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✻✮

t❤❛t ✇✐❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✿ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❡r♠ 1
n
✱ ❛♥❞ ❛♥

❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❡r♠ 1
µ(n)

✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ♣♦✐♥t

❝❧❡❛r✱ ❝♦♥s✐❞❡r ✜rst t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ µ(n) = µ✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ s♦❝✐❛❧

✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❛❞❤❡r❡ ❞♦ ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ t❡❛♠ ❣❡ts ❧❛r❣❡r✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠♦♥❡t❛r②

✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❤❛s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❧❡ss ❛♠❜✐t✐♦✉s ✈✐s✐♦♥ v∗f ✐❢ s❤❡ ✇❛♥ts t♦ ♠❛❦❡ ❢♦❧❧♦✇❡rs

❛❞❤❡r❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝t✿ ✐❢ ❢♦❧❧♦✇❡r i ❡①♣❡❝ts t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡r

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡rs ✇✐❧❧ ❛❝❝❡♣t t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❛❢t❡r ❡①❡rt ❛ ❤✐❣❤❡r ❡✛♦rt✱ i ✐s ❤✐♠s❡❧❢

❧❡ss ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❛❝❝❡♣t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛❞❤❡r❡♥❝❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ µ(n) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥

n✳ ❆s ♥♦t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤✐s ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❛❞❤❡r❡ ❣❡t str♦♥❣❡r

✇❤❡♥ t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡r ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❡♠❜r❛❝❡

t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥ ✐❢ ❤❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡s t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦t❤❡r ❢♦❧❧♦✇❡rs ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❛❞❤❡r❡

❜❡❝❛✉s❡ ❛❞❤❡r❡♥❝❡ ♦✛❡rs ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s❡♥s❡ ♦❢ tr❛♥s❝❡♥❞❡♥❝❡✱ ♦r ♠♦r❡ ♣r♦s❛✐❝❛❧❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡

❝♦♥❢♦r♠✐t② ♦r ♣❡❡r ♣r❡ss✉r❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ str♦♥❣❡r✳ ❲❤❡♥ n ❣❡ts ❧❛r❣❡r✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s♦❝✐❛❧

✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♣❛rt❧② ♦r ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦✛s❡ts t❤❡ str♦♥❣❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ▲❡t ✉s

❞❡✜♥❡ εµ(n) = −
nµ′(n)
µ(n)

✭> 0✮✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✇ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❛❞❤❡r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡

t❡❛♠ s✐③❡✳ ❲❤❡♥ 0 < εµ(n) < 1✱ t❤❡ t❡r♠ nµ(n) ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✻✮ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ n✿ ❆s

t❤❡ t❡❛♠ ❣❡ts ❧❛r❣❡r✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧② str♦♥❣ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡

❢♦r t❤❡ str♦♥❣❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❤❛s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ✈✐s✐♦♥ ♠♦r❡

❝♦♥❣r✉❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡rs✳ ❲❤❡♥ εµ(n) ≥ 1✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ nµ(n) ✐s

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ n✿ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦✛s❡ts t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛❞❡r

❝❛♥ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦r❡ ❛♠❜✐t✐♦✉s ✈✐s✐♦♥✳

❆t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❡❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡r ❡①❡rts ❛♥ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ ❡q✉❛❧ t♦
bf
nc

+ v∗f = µ(n)+c

µ(n)c
×

bf
n
+ ê✳ ❚❤❡

✶✻



❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ✲ ❛♥❞ ✐ts t❤r❡❡ ❞r✐✈❡rs ✲ r❡❛❞s

e∗f =
bf
nc︸︷︷︸

+ ê︸︷︷︸ +
bf

nµ(n)︸ ︷︷ ︸
monetary initial intrinsec motivational

incentives motivation message (and

social incentives)

✭✶✼✮

❛♥❞ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ ❢♦❧❧♦✇❡r ✐s sf + bf ê +
(
n− 1

2

) b2
f

n2c
+ n−1

n2

b2
f

µ(n)
✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s

✭✼✮ ❛♥❞ ✭✶✼✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ✐♥❞✉❝❡s ❢♦❧❧♦✇❡rs t♦ ❡①❡rt ❡✛♦rt ❜❡②♦♥❞ t❤❡

tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✿ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ b > 0✱ e∗f − e∗a = b
nµ(n)

> 0✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s

❛r❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✉♥❞❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ t❤❛♥ ✉♥❞❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✿
∂e∗

f

∂bf
=

1
nc

+ 1
nµ(n)

> ∂e∗a
∂ba

= 1
nc
✳ ❲❡ s✉♠ ✉♣ t❤❡s❡ ✜rst r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ st②❧❡ ♦❢ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳ ✭❛✮ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t❡❛♠ s✐③❡✱

t❤❡ str♦♥❣❡r t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s bf ✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❛❝❝❡♣t ❛ ❧❡❛❞❡r✬s

✈✐s✐♦♥ ❞✐st❛♥t ❢r♦♠ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✿
∂(v∗

f
−ê)

∂bf
= 1

nµ(n)
> 0✳ ✭❜✮ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ t❡❛♠

s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥✳ ❲❤❡♥

t❤✐s ✐♠♣❛❝t ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t εµ(n) < 1✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r②

✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ✐s ✇❡❛❦❡♥❡❞✿
∂2(v∗

f
−ê)

∂bf∂n
= εµ(n)−1

n2µ(n)
< 0✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t

✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t εµ(n) ≥ 1✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s

❛♥❞ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐s r❡✐♥❢♦r❝❡❞✿
∂2(v∗

f
−ê)

∂bf∂n
= εµ(n)−1

n2µ(n)
≥ 0✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✿

max
bf≥0,sf≥0

e∗f (ny − nbf )− nsf − F ✭✶✽✮

st✳ sf + bf ê+
(
n− 1

2

) b2
f

n2c
+ n−1

n2

b2
f

µ(n)
≥ 0

✇❤❡r❡ e∗f ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✼✮✳❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❜♦♥✉s ✐s

b∗f =





y

2
−
(

µ(n)
µ(n)+c

)
ncê
2

if n ≤
µ(n)+c

µ(n)
× y

cê

0 if n > µ(n)+c

µ(n)
× y

cê

✭✶✾✮

✶✼



❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✶✾✮ ❛♥❞ ✭✾✮ s❤♦✇s t❤❛t b∗f = b∗a ✇❤❡♥ ê = 0 ❛♥❞ b∗f ≥ b∗a ✇❤❡♥ ê > 0✳

❲❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡

❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❡ t♦ ❡①❡rt ❡✛♦rt ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

t❤❡ ✜r♠ ❝❤♦♦s❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ❜♦♥✉s t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ✐s

v∗f =





y

2nµ(n)
+
(

2µ(n)+c

µ(n)+c

)
ê
2

if n ≤
µ(n)+c

µ(n)
× y

cê

ê if n > µ(n)+c

µ(n)
× y

cê

✭✷✵✮

❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ ✐s

e∗f =





(
µ(n)+c

µ(n)

)
y

2nc
+ ê

2
if n ≤

µ(n)+c

µ(n)
× y

cê

ê if n > µ(n)+c

µ(n)
× y

cê

✭✷✶✮

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✷✶✮ ❛♥❞ ✭✶✵✮ s❤♦✇s t❤❛t e∗f ≥ e∗a✳
✶✷ ❋♦❧❧♦✇❡rs ❡①❡rt ❛ ❤✐❣❤❡r ❡✛♦rt

✉♥❞❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❜❡tt❡r ♣❛✐❞ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥tr✐♥s✐❝

♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t❛s❦ ✐s ♠♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t❡❛♠ s✐③❡ n✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ❝♦st

µ(n) ♦❢ ❛❞❤❡r✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ e∗f − e∗a✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜t ✐s

π∗
f =





1
4
µ(n)+c

cµ(n)

(
y + cµ(n)

µ(n)+c
nê

)2

− F if n ≤
µ(n)+c

µ(n)
× y

cê

nêy − F if n > µ(n)+c

µ(n)
× y

cê

✭✷✷✮

■♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s✉r♣❧✉s❡s ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✜ts ✉♥❞❡r t❤❡ t✇♦

st②❧❡s ♦❢ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳

✸✳✸ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ♦r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣❄

❇❡❢♦r❡ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ st②❧❡ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✜ts π∗
a ❛♥❞

π∗
f ✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ✜rst r❡s✉❧t ♦♥ ❝♦♥s✉♠❡r ✇❡❧❢❛r❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❲❤❡♥ n < µ(n)+c

µ(n)
× y

cê
✱ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛r❡ ❜❡tt❡r ♦✛ ✉♥❞❡r t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ st②❧❡

♦❢ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ t❤❛♥ ✉♥❞❡r t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ st②❧❡✳ ❲❤❡♥ n ≥
µ(n)+c

µ(n)
× y

cê
✱ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛r❡ ❡q✉❛❧❧②

✶✷◆♦t❡ t❤❛t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t e∗f ≤ 1✳ ■♥❞❡❡❞
(

µ(n)+c

µ(n)

)
y

2nc + ê
2 ≤ 1 ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ µ(n) ≥

c
n(2−ê) c

y
−1 ✳

✶✽



♦✛✳

Pr♦♦❢✳ ❯♥❞❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡r ✐s ❡q✉❛❧ t♦

b∗aê+
(
n− 1

2

)
b∗2a
n2c

✳ ❯♥❞❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡r ✐s

❡q✉❛❧ t♦ b∗f ê+
(
n− 1

2

) b∗2
f

n2c
+ n−1

n2

b∗2
f

µ(n)
✳ ❲❤❡♥ n < µ(n)+c

µ(n)
× y

cê
✱ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✾✮ ❛♥❞ ✭✶✾✮ s❤♦✇ t❤❛t

b∗f > b∗a ≥ 0 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ b∗f ê+
(
n− 1

2

) b∗2
f

n2c
+ n−1

n2

b∗2
f

µ(n)
> b∗aê+

(
n− 1

2

)
b∗2a
n2c

✳ ❲❤❡♥ n ≥
µ(n)+c

µ(n)
× y

cê
✱

✇❡ ❤❛✈❡ b∗f = b∗a = 0✱ ❢♦❧❧♦✇❡rs ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥✐❧ ✉t✐❧✐t② ✉♥❞❡r ❜♦t❤ st②❧❡s ♦❢ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳ �

❚❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❜♦♥✉s ✉♥❞❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧

❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✉♥❞❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✿ b∗f ≥ b∗a✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✉♥❞❡r tr❛♥s❢♦r✲

♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✱ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❝❛♥ ❛❝❝❡♣t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❜♦♥✉s b∗f ❛♥❞ st✐❧❧ ❡s❝❛♣❡

❢r♦♠ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛❞❤❡r❡♥❝❡ µ(n)(v
∗

f − ê)2 ❜② ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤♦♦s✐♥❣ ♥♦t t♦ ❡♥❞♦rs❡ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s

♠❡ss❛❣❡✳✶✸ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r ❜♦♥✉s ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❞❡✈✐❛t❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛ ❤✐❣❤❡r s✉r♣❧✉s

t❤❛♥ ✉♥❞❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳

❲❡ ♥♦✇ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❝❤♦♦s❡s ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ st②❧❡ ♦r ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧

st②❧❡ ♦❢ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳ ▲❡t F̃ (n) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ♦❢ F t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❡q✉❛❧❧②

♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✿ π∗
a = π∗

f ✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ F̃ (n)✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ F ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜②

t❤❡ ❧❡❛❞❡r✳ ❲❡ ✜♥❞

F̃ (n) =





y2

4µ(n)
− n2c2ê2

4(µ(n)+c)
if n < y

cê

1
4
µ(n)+c

cµ(n)

(
y − cµ(n)

µ(n)+c
nê

)2

if y

cê
≤ n ≤

µ(n)+c

µ(n)
× y

cê

0 if n > µ(n)+c

µ(n)
× y

cê

✭✷✸✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ t❡❛♠ ♦❢ s✐③❡ n✳ ■❢ F < F̃ (n)✱ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛✲

t✐♦♥❛❧ st②❧❡ ♦❢ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳ ■❢ F ≥ F̃ (n) t❤❡ ❧❡❛❞❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ st②❧❡ ♦❢ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳

❋♦r n ≤
µ(n)+c

µ(n)
× y

cê
✱ F̃ (n) ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣❡r ❝❛♣✐t❛✱ y❀ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ ê❀ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❞✐st❛♥❝❡✱ µ(n)✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t❡❛♠ s✐③❡ n✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r

✶✸❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❞♦ ♥♦t ♥♦t ❞❡✈✐❛t❡ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❜✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❞❡✈✐❛t❡ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ s♦rt ♦❢
♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡♠✳

✶✾



t❤❡ ❧❡❛❞❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦st t♦ ❡♥❞♦rs❡ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ µ (n) ♥♦t❛❜❧② r❡✢❡❝ts t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t✐❡s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇❡rs ❤❛✈❡ t♦ ♦t❤❡rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡

t❡❛♠✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ st②❧✐③❡❞ ❢❛❝t t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐s ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥

❝♦♥t❡①ts ❤✐❣❤❡r ✐♥ ✏❝♦❧❧❡❝t✐✈✐s♠✑✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✇❤❡♥

t❤❡ ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ ♦✉t♣✉t ✉♥❞❡r s✉❝❝❡ss✱ y✱ ✐s ❤✐❣❤❡r✳ ❚❤✐s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ❤✐❣❤❡r y

❛❧❧♦✇s ❛ ❤✐❣❤❡r ❜♦♥✉s✱ b∗f ✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡✱ v∗f ✱ ❜② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t②

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣

❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞❡r ✇❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞✱

t❤❛t ✐s ✇❤❡♥ ê ✐s ❧❛r❣❡r✳ ❚❤✐s ♠❛② ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s♦❢t ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡

✶✾✽✵s ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ ✏♣❡r✈❛s✐✈❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ ✇♦r❦♣❧❛❝❡ ❡t❤✐❝s✑ ✭❇❡♥❛❜♦✉ ❛♥❞ ❚✐r♦❧❡✱

✷✵✶✻✮✿ Pr♦✈✐❞✐♥❣ ♠❡❛♥✐♥❣ t♦ ❡♠♣❧♦②❡❡s ❛♥❞ ♠❛♥❛❣✐♥❣ t❤❡✐r ✏✐♥s✐❞❡s✑ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s

❛ s✉❜st✐t✉t❡ ❢♦r r❡❞✉❝❡❞ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳ ❈❛s❡② ✭✶✾✾✻✮ ♥♦t❡s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t

✏t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ♦❢ ✇♦r❦♣❧❛❝❡ ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ t❡❛♠ ♠❛♥✐❢❡st ❛ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❡✛♦rt t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❡♠♦t✐♦♥❛❧

❣r❛t✐✜❝❛t✐♦♥s ❛t ✇♦r❦ t♦ ❝♦✉♥t❡r t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥s ♦❢ r❛♠♣❛♥t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐s♠✑✳✶✹

❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚♦ st✉❞② t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ F̃ (n)✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦

♠❛❦❡ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡

❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❛✛❡❝t❡❞✳

◆♦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❡❛♠ s✐③❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ µ(n) = µ✳ ❈♦♥s✐❞❡r

t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ê = 0✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✇♦r❦❡r ❤❛s ♥♦ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ✇♦r❦✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ F̃ (n) = F̃ ≡ y2

4µ
❢♦r ❛♥② n ≥ 1✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣❛r❛❞♦①✐❝❛❧ r❡s✉❧t t❤❛t

❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦st t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❢♦❧❧♦✇❡rs✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❢♦❧❧♦✇❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s✿ ✇❤❡♥ ê = 0 ❛♥❞ µ(n) = µ✱ F̃ (n) ✐s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ n✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❯♥❞❡r ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥ t♦ s❝❛❧❡ ✭✇❤❡r❡ t♦t❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ Y ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ny✮✱ t❤❡ ♣r♦✜t

✉♥❞❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✇❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛r❡ ♥♦t ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜❡❝♦♠❡s

πa =
(
ba
c

)
(y − ba)✿ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ 1/n ♣r♦❜❧❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣

♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡r ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ t❡❛♠ ♦❢ n > 1 ❢♦❧❧♦✇❡rs ❡♥❣❡♥❞❡rs t❤❡ s❛♠❡

✶✹❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t F̃ (n) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ê ♠❛② ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐s ♥♦t❛❜❧② ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞
t♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡ ✭❇❛ss✱ ✶✾✽✺ ✫ ✶✾✾✵✮✱ ❛s t❤❡s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s
❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡❞✉❝❡❞ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❢♦❧❧♦✇❡rs✳
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♣r♦✜t t❤❛t ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡r ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢♦❧❧♦✇❡r✳ ❲❤❛t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐s t❤❛t t❤❡

s❛♠❡ r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ❢♦r ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡r✿ t❤❡ ♣r♦✜t r❡❛❞s πf =
(
1 + c

µ

)(
bf
c

)
(y − bf )✱

❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ✉♣♦♥ n✳ ❆s ♥♦t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ 1/n ♣r♦❜❧❡♠s ❛✛❡❝t✐♥❣ ❡✛♦rt

✉♥❞❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✭s❡❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✶✼✮✿ ♦♥❡ ♦♥ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ❧✐❦❡ ❢♦r

t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ st②❧❡✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ✐ts❡❧❢✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❲❤❡♥ ê = 0 ❛♥❞ µ(n) = µ✱ t❤❡ t✇♦ 1/n ♣r♦❜❧❡♠s ❡①♣❧❛✐♥

t❤❛t ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡r ✇✐t❤ ❛ t❡❛♠ ♦❢ n > 1 ❢♦❧❧♦✇❡rs ❡♥❣❡♥❞❡rs t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦✜t t❤❛t

❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡r ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢♦❧❧♦✇❡r✳ F̃ (n) ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✭❛✮ ❢♦r y = 5✱

c = 10✱ µ = 5 ❛♥❞ ê = 0✳

❋✐❣✉r❡ ✷

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ê > 0✳ ❲❤❡♥ n ✐♥❝r❡❛s❡s✱ F̃ (n) ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t tr❛♥s❢♦r✲

♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡

✜①❡❞ ❝♦st ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳ ❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✭❜✮ ❢♦r

y = 5✱ c = 10✱ µ = 5 ❛♥❞ ê = 0.2✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❲❤❡♥ t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s

❜✉t t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s st❛②s ❝♦♥st❛♥t ✭µ✭n) ❝♦♥st❛♥t✮✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡✲

r✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝t ❢♦r❝❡s t❤❡ ❧❡❛❞❡r t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❧❡ss ❛♠❜✐t✐♦✉s ✈✐s✐♦♥ t♦ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❛s ♠✉❝❤ t❤❡

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ st②❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ st②❧❡✿ F̃ (n) ❤❛s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡
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❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✐♥t t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❛♥②♠♦r❡ ✇❤❡♥ t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡ ❛✛❡❝ts t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②

♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳

P♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❡❛♠ s✐③❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❛ss✉♠❡

t❤❛t µ(n) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ n✳ ❲❤❡♥ ê = 0 ✱ F̃ (n) = y2

4µ(n)
❜❡❝♦♠❡s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ n✳ ❆ ❧❛r❣❡r

t❡❛♠ ♠❡❛♥s ❤✐❣❤❡r s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡r ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦st ❢♦r ❢♦❧❧♦✇❡rs ♦❢ ❡♥❞♦rs✐♥❣ t❤❡

❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞❡r✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✭❛✮ ❢♦r y = 5✱ c = 10✱ µ(n) = 5
2
(1 + 1

n
) ❛♥❞ ê = 0 ❛♥❞ ✐♥ ✜❣✉r❡

✹✭❛✮ ❢♦r y = 5✱ c = 10✱ µ(n) = 5
n
❛♥❞ ê = 0✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳

❲❤❡♥ ê > 0✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s❤❛♣❡s ♦❢ F̃ (n) ✇❤❡♥ n ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s

t❤❛t ✉♥❞❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✱ t❤❡ str♦♥❣❡r s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s

✈✐s✐♦♥ ❝♦♠❡ t♦ t❤✇❛rt t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❲❤❡♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥❝r❡❛s❡

♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ✇✐t❤ t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡✱ F̃ (n) ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ n ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✳ ❲❤❡♥

s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ♠♦❞❡r❛t❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡❛❝❤ ❛ ❝❡✐❧✐♥❣✱ F̃ (n) ✜rst

✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ n ❜✉t t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✭❜✮ ❢♦r y = 5✱ c = 10✱

✷✷



µ(n) = 5
2
(1+ 1

n
) ❛♥❞ ê = 0.2✳✶✺ ❲❤❡♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t r❡❛❝❤ ❛ ❝❡✐❧✐♥❣✱ F̃ (n)

✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ n✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✭❜✮ ❢♦r y = 5✱ c = 10✱ µ = 5
n
❛♥❞ ê = 0.2✳

❋✐❣✉r❡ ✹

❲❡ ♥♦✇ st✉❞② ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s str♦♥❣❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❡❛♠

s✐③❡✳

✸✳✹ ❈❛♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ s♦❧✈❡ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣

♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠❄

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡r ❛♥❞ ❢r❡❡ r✐❞✐♥❣✳ ❚❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡✛♦rt ✉♥❞❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✱ e∗a = ba
nc

+ ê✳ ❲❡ ❤❛✈❡

de∗a
db

= 1
nc
✿ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❞✐♠✐♥✐s❤❡s ❛s t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡ ❣r♦✇s✳ ❉♦❡s

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❛❧❧♦✇ t♦ r❡st♦r❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ r❡♠❡❞②

t♦ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ✏1/n ♣r♦❜❧❡♠✑ ❜② ✐♥❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ e∗f =
bf
c
+ ê❄ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s ②❡s

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❣r♦✇ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡✳ ❯♥❞❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧

❧❡❛❞❡rs❤✐♣✱ ❡✛♦rt ✐s e∗f =
bf
nc

+ vf ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❢♦❧❧♦✇❡rs✬ ✐♥✐t✐❛❧

✶✺◆♦t❡ t❤❛t µ(n) → 5
2 ✇❤❡♥ n → ∞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② s❛②✐♥❣ t❤❛t s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❞♦ ♥♦t ❣♦

❜❡②♦♥❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧✳

✷✸



✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐s vf = ê+
bf

nµ(n)
✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ µ(n) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ c

n−1
✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡✛♦rt ✉♥❞❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❜❡❝♦♠❡s ❡q✉❛❧ t♦ e∗f =
bf
c
+ ê✿

❢♦❧❧♦✇❡rs r❡❛❝t t♦ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ t♦ t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r✱ ❛s ✐❢ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ♦♥❧② ♦♥❡

❢♦❧❧♦✇❡r✿ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ 1/n ♣r♦❜❧❡♠s ❞✐s❛♣♣❡❛r✳✶✻ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❜❡❝♦♠❡ b∗f = y−cê

2
❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✜t r❡❛❞s

π∗
f =

n

4c
(y + cê)2 − F

❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ❲❤❡♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❣r♦✇ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❢❛st ✇✐t❤ t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡

t❤❛t µ(n) ≤ c
n−1

✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ s♦❧✈❡s t❤❡ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❛ ❝♦st ❡q✉❛❧ t♦

F ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞❡r✳

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❤✐❧❡ µ(n) = c
n−1

❛❧❧♦✇s

t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ r❡♠❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❝❛♥♥♦t r❡❛❝❤

t❤❡ ✜rst✲❜❡st ♣r♦✜t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳ ❚♦

✈❡r✐❢② t❤✐s ❝❧❛✐♠✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞✿

t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ ❡①❡rt❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❝❛♥ r❡❛❝❤

t❤❡ ✜rst✲❜❡st ♣r♦✜t✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ s❤❡ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ❝♦♥tr❛❝t (so, eo) t♦ ❢♦❧❧♦✇❡rs s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤

❢♦❧❧♦✇❡r r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ✜①❡❞ ♣❛②♠❡♥t so ✇❤❡♥ t❤❡ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ eo ✐s ❡①❡rt❡❞ ❛♥❞ ③❡r♦ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤❡ ❝♦♥tr❛❝t (so, eo) ②✐❡❧❞s t❤❡ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t② t♦ ❡❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡r✿ so −
1
2
c(eo − ê)2 = 0✱ ✇❤✐❝❤

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t eo =
√

2so
c

+ ê✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞❡r ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣r♦✜t
(√

2so
c
+ ê

)
ny − nso ✐♥ so✳ ❚❤❡

s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s∗o =
y2

2c
✱ e∗o =

y

c
+ ê ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✜t r❡❛❞s

π∗
o = (

y

c
+ ê)ny − n

y2

2c
=

ny2

2c
+ êny

❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✈❡r✐❢② t❤❛t ny2

2c
+ êny ≥ n

4c
(y + cê)2 ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❤❡♥ µ(n) = c

n−1
t❤❡

✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ✇❤✐❧❡ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ s♦❧✈❡ t❤❡

✶✻❋♦r µ(n) = c
n−1 ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ εµ(n) = 2n

2n−1 = 1 + 1
2n−1 > 1✳ ❙♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❤❛✈❡ t♦ s♦❧✈❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❢r❡❡✲

r✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t
µ(n) = c

n−1 s❛t✐s✜❡s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✭❝✮ ❛s c
n−1 ≥ c

n(2−ê) c
y
−1 ✳ ■♥❞❡❡❞ n − 1 < 3

2n − 1 < n(2 − ê) c
y
− 1 ❜❡❝❛✉s❡

c
y
≥ 1 ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✭❛✮ ❛♥❞ ê ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1

2 ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✭❜✮✳

✷✹



♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ st✉❞② t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ µ(n) t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ r❡♠❡❞② t♦ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞✳

❆ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ✐s π∗
f ≥ π∗

o ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

1

4

µ(n) + c

cµ(n)

(
y +

cµ(n)

µ(n) + c
nê

)2

≥
ny2

2c
+ êny ✭✷✹✮

❲❤❡♥ ê = 0✱ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✹✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ µ(n) ≤ c
2n−1

✳✶✼ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r

t❤❡ ♣r♦✜t ✉♥❞❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ t♦ ❜❡ ❛t ❧❡❛st ❛s ❧❛r❣❡ ❛s t❤❡ ✜rst✲❜❡st ♣r♦✜t ✉♥❞❡r

tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐s t❤❛t t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② µ(n) ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜② t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ n✱ c
2n−1

✳ ■♥ ❢❛❝t✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ r❡♠❡❞✐❡s ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ✇❤❡♥ µ(n) ≤ c
2n−1

❛♥❞ F ≤
(

µ(n)+c

4µ(n)
− n

2

)
y2

c
✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t ê > 0✳ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✹✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

µ(n)
c

≤
µ̃(n)
c

≡

(
1−n−n cê

y
+n

√
2 cê

y
+1

)

2n−1+2n cê
y
−n2 c2ê2

y2

✳✶✽ ❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠✐t② ❡✛❡❝t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② str♦♥❣ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t µ(n)
c

≤
µ̃(n)
c
✱

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ✜rst ❜❡st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❝❛s❡

❛♥❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❛ ❝♦st ❡q✉❛❧ t♦ F ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞❡r✳

❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ µ̃(n)
c

✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✺ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ n ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ cê
y
✳ ■t

✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ n ❜❡❝❛✉s❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ str♦♥❣❡r ❛s t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❋♦r

❛ ❣✐✈❡♥ n✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ cê
y
✿ ❲❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱

t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ♦✈❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ s❤r✐♥❦s✳ ❚♦ r❡❝♦✈❡r

t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳

✶✼❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✭❝✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ ê = 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ 2n− 1 ≤ n(2− ê) c
y
− 1 s✐♥❝❡ c

y
≥ 1✳

✶✽❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✭❜✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t
c
(

1−n−n cê
y
+n

√

2 cê
y
+1

)

2n−1+2n cê
y
−n2 c2ê2

y2

≥ c
n(2−ê) c

y
−1 s♦ t❤❛t e∗f ≤ 1✳

✷✺



❋✐❣✉r❡ ✺

✸✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s

❈❤❛r✐s♠❛t✐❝ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳ ❖✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇s t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❜❡❝♦♠❡s ❝❤❛r✐s♠❛t✐❝✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♥♦t❡❞ t❤❛t

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛♥s

❧✐❦❡ ✭✐✮ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ t❛s❦✭s✮ ♠♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✱ ✭✐✐✮ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❛✉t♦♥♦♠② t♦ ❢♦❧❧♦✇❡rs✱ ✭✐✐✐✮

❛❝t✐♥❣ ❛s ❛ r♦❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ✭✐✈✮ ❜❡✐♥❣ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇❡rs✬ ♥❡❡❞s ♦r ✭✈✮ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❣r♦✉♣ ✐❞❡♥t✐t②✳

❈❤❛r✐s♠❛t✐❝ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ t②♣❡ ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ t❤❛t str♦♥❣❧②

❡♠♣❤❛s✐③❡s ♣♦✐♥t ✭✈✮✿ ❆ ❝❤❛r✐s♠❛t✐❝ ❧❡❛❞❡r ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡r ✇✐t❤ ❛

❤✐❣❤ ♣❡rs✉❛s✐✈❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ s❤❛♣❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥❛rr❛t✐✈❡ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❛♠❜✐t✐♦♥ t♦ ✇❤✐❝❤

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❝❛♥ r❡❧❛t❡✳ ❋♦❧❧♦✇❡rs ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♦✛❡rs ❛

s❡♥s❡ ♦❢ tr❛♥s❝❡♥❞❡♥❝❡✱ ✇❤❛t ❉✉r❦❤❡✐♠ r❡❢❡rs t♦ ❛s ❛ ✏❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡r✈❡s❝❡♥❝❡✑ ✭❉✉r❦❤❡✐♠✱

✶✾✻✺✮✳ ❚❤❡ ❢❡❡❧✐♥❣ ♦❢ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ❣r♦✉♣ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ ♣r✐❞❡ ❛♥❞ s❡❧❢✲❡st❡❡♠✳ ❚❤❡

❝❤❛r✐s♠❛t✐❝ ❧❡❛❞❡r ❛rt✐❝✉❧❛t❡s ❛ ❣r♦✉♣✲♦r✐❡♥t❡❞ ✈✐s✐♦♥ t❤❛t s❡r✈❡s ❛s ❛ s❝❤❡♠❛ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❝❛♥ ❧✐♥❦ t❤❡✐r s❡❧❢✲❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❛ ❜r♦❛❞❡r ❡♥t✐t② s✉❝❤ ❛s ❛ t❡❛♠✱ ❛

✇♦r❦❣r♦✉♣ ♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳ ❍❡ ♦r s❤❡ ❛❝ts ❛s ❛♥ ✏✐❞❡♥t✐t② ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✑ ❜② ✏❝r❛❢t✐♥❣

❛ s❡♥s❡ ♦❢ ✉s✑ ✭❍❛s❧❛♠ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶✮✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡ ❝❤❛r✐s♠❛t✐❝ ❧❡❛❞❡r ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ r♦❧❡ ♦❢

❢♦❧❧♦✇❡rs ❛s ❦❡② ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❣❛❣❡s

✷✻



✐♥ t❤❡ r❤❡t♦r✐❝❛❧ ✉s❡ ♦❢ ✏✇❡✑ ❛♥❞ ✏✉s✑✳✶✾ ❊✈✐❞❡♥❝❡ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥❝❧✉s✐✈❡ ♠❡ss❛❣❡s ❤❡❧♣ ♣❡♦♣❧❡

t♦ ♠♦❜✐❧✐③❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❙t❡✛❡♥s ❛♥❞ ❍❛s❧❛♠ ✭✷✵✶✸✮ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❆✉str❛❧✐❛♥ ❢❡❞❡r❛❧ ❡❧❡❝t✐♦♥

s♣❡❡❝❤❡s ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛♥❞ ✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧ Pr✐♠❡ ▼✐♥✐st❡r✐❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛st ✹✸ ❡❧❡❝t✐♦♥s

s✐♥❝❡ ✶✾✵✶ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧ ✭❵■✬✱ ❵♠❡✬✮ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣r♦♥♦✉♥s ✭❵✇❡✬✱ ❵✉s✬✮ ❜②

❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t ✈✐❝t♦rs ✉s❡❞ ♠♦r❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣r♦♥♦✉♥s t❤❛♥ t❤❡✐r ✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧

♦♣♣♦♥❡♥ts ✐♥ ✽✵✪ ♦❢ ❛❧❧ ❡❧❡❝t✐♦♥s✳ ❖♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✈✐❝t♦rs ✉s❡❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣r♦♥♦✉♥s ❡✈❡r② ✼✾ ✇♦r❞s

✈❡rs✉s ❡✈❡r② ✶✸✻ ✇♦r❞s ❢♦r ❧♦s❡rs✳

■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❤❛r✐s♠❛t✐❝ ❧❡❛❞❡r ✐s s♦♠❡♦♥❡ ✇❤♦✱ ✇❤❡♥ t❤❡ t❡❛♠

s✐③❡ ❣❡ts ❧❛r❣❡r✱ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡♠❡❞② t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡ r✐❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ♥✉rt✉r✐♥❣ s♦❝✐❛❧

✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s t❤❡ ❝❤❛r✐s♠❛t✐❝ ❧❡❛❞❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✭❛t ❧❡❛st✮

❡q✉❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ µ(n) ≤ c
n−1

✳

❚♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ µ(n) s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡

❝❛s❡ ✇❤❡r❡ µ(n) = c
θγ(n−1)

✳ P❛r❛♠❡t❡r θ ∈
[
0,
√

3
2

]
❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ❝❤❛r✐s♠❛✳

P❛r❛♠❡t❡r γ ∈
[
0,
√

3
2

]
✐s ❛ ✏❝❛t❝❤✲❛❧❧✑ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ❡♠♣❧♦②❡❡s✬ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞

t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✱ ♣r♦♣❡♥s✐t② t♦ ❝♦♥❢♦r♠ ♦r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤②✳✷✵ ❲❤❡♥ θγ ≤ 1✱ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣

❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❤❛r✐s♠❛t✐❝ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t s♦❧✈❡ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ❛❜✐❧✐t②

t♦ ✐♥s♣✐r❡ ✐s t♦♦ ✇❡❛❦ ♦r ❡♠♣❧♦②❡❡s✬ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐s♠ ✐s t♦♦ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✳ ❲❤❡♥ θγ ≥ 1✱ ❚❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s

❝❤❛r✐s♠❛ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ♦r✐❡♥t❡❞ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡

t♦ ♠❛❦❡ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❝❤❛r✐s♠❛t✐❝✳

▲❡❛❞❡rs❤✐♣ st②❧❡s✱ r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳ ❯♣

t♦ ♥♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥ t♦ s❝❛❧❡ ✭Y (n) = ny) t♦ ❡st❛❜❧✐s❤

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❍♦✇ ✐s t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ st②❧❡ ❛✛❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡ ❛r❡

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣❄ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Y (n) = ny(n) ✇✐t❤ y(1) = y✳ ❘❡t✉r♥s ❛r❡

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇❤❡♥ y(n) ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ n✱ ❝♦♥st❛♥t ✇❤❡♥ y(n) = y✱ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇❤❡♥ y(n) ✐s

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ n✳ ❚❛❦✐♥❣ y(1) = y ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♠❡s ♦❢ r❡t✉r♥s t♦

s❝❛❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r n = 1✱ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❛♠❡ st②❧❡ ♦❢ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✉♥❞❡r ❛❧❧ r❡❣✐♠❡s✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❡t✉r♥s ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤❡

✶✾❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡r ♦❢t❡♥ s❡r✈❡s ❛s ❛ r♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❢♦❧❧♦✇❡rs ✭✏❧❡❛❞✐♥❣ ❜② ❡①❛♠♣❧❡✑✮ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ✐s ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ ✐❢ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ✐s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛s ♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✭✈❛♥ ❑♥✐♣✲
♣❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❍♦❣❣✱ ✷✵✵✸✮

✷✵❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✭❝✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ θγ(n− 1) ≤ 3
2 (n− 1) < 3

2n− 1 ≤ (2− ê) c
y
n− 1✳ ❙❡❡ ❢♦♦t♥♦t❡ ✶✻✳

✷✼



❛r❡❛ ✇❤❡r❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❧❛r❣❡r✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t F (n) ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

✐♥ y ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ ✐♥ y(n)✮ ❛s ✇❡ s❛✇ ❜❡❢♦r❡ ❜② st✉❞②✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✸✮✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐s ❝❤♦s❡♥

s♠❛❧❧❡r✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s✉❣❣❡sts t❤❛t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❡t✉r♥s ❛r❡ ♠♦r❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡

❢♦r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✿ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❡❛♠

♠❡♠❜❡rs✱ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✇✐t❤ t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡✱ ♠❛❦❡s t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧

♠❡ss❛❣❡ ♠♦r❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡✳

■t ✐s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ st✉❞② ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦st ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛✲

t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳ ❙♦ ❢❛r ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ❝♦st✱ F ✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥

✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦st ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ F + dn ✇✐t❤ d > 0✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ F̃ (n) ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ n ✇❤❡♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❛❞❤❡r❡ ❞♦ ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❡❛♠ s✐③❡✳ ■t ✐s ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✭❛✮✿ y = 5✱ c = 10✱ µ = 5 ❛♥❞

ê = 0✳ ❲❤❡♥ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ n ❛♥❞ d ✐s ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡✱ F̃ (n) ✐s

✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❍❡r❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❛s ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✸✳✹ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦st ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♦r ❣r♦✉♣✲♦r✐❡♥t❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳ ❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡

❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❝❤♦♦s❡s ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ s❤❡ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ❢♦❧❧♦✇❡rs✱ ♥❛♠❡❧②

✐ts ✏✐♥t❡♥s✐t②✑✱ ν✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ❡✛♦rt✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❣♥♦st✐❝ ❛❜♦✉t t❤❡

♣r❡❝✐s❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛❞❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡

❤❛✈❡ ♥♦t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸ t❤❛t ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r t❡❛♠✱ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❛rt✐❝✉❧❛t❡ ❛ ♠♦r❡

✐♥❝❧✉s✐✈❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❣r♦✉♣ ✐❞❡♥t✐t②✿ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❤✐❢t ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✲❢♦❝✉s❡❞

✈✐s✐♦♥ t♦ ❛ ❣r♦✉♣✲❢♦❝✉s❡❞ ✈✐s✐♦♥✳ ❆ r❡❝❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♠❛❦❡s ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✲ ❛♥❞

❣r♦✉♣✲❢♦❝✉s❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣s ✭❡✳❣✳ ❲❛♥❣ ❛♥❞ ❍♦✇❡❧❧✱ ✷✵✶✵✮✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧✲❢♦❝✉s❡❞

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❧❡❛❞❡rs ❞✐s♣❧❛② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐③❡❞

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♦❝✐♦✲❡♠♦t✐♦♥❛❧ s✉♣♣♦rt t♦ ❡❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡r✳ ❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦❧❧♦✇❡rs ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡✲

t✐♦♥ t♦ ❛❝t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t❤❡ st❛t✉s q✉♦✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts

t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ●r♦✉♣✲❢♦❝✉s❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❧❡❛❞❡rs ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❛ s❤❛r❡❞ ✈✐s✐♦♥✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞

❣♦❛❧s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣✱ ❛♥❞ ✐ts ✉♥✐q✉❡♥❡ss✳ ❚❤✐s r❡✐♥❢♦r❝❡s t❤❡ ❣r♦✉♣ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡rs✱ t❤❛t ✐s✱

✷✽



t❤❡✐r s❡♥s❡ ♦❢ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣r♦✉♣✳ ▲❡❛❞❡rs ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛❝t ❛s r♦❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧

❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡

❣r♦✉♣✳

❚♦ ♠♦❞❡❧✐③❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦r ❣r♦✉♣ ✏♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✑ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

✉♥❞❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✱ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ♥♦✇ ❝❤♦♦s❡s ❛ ✈✐s✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱

(ν, α)✿ ✇❤❡♥ α = 1✱ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢♦❝✉s❡❞❀ ✇❤❡♥ α = 0✱ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ ✐s

❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❣r♦✉♣ ❢♦❝✉s❡❞❀ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ α ∈ (0, 1) ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡

♦❢ α ❛❧t❡rs µ(n)✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s ❢♦❧❧♦✇❡rs✬ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ν✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ ê✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ µ(n) ✐s

µ(n) = αµi + (1 − α)µg(n) ✇❤❡r❡ µi ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t r❡✢❡❝t✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇❡rs✬ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦

❞✐st❛♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❝❤♦♦s❡s ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✲❢♦❝✉s❡❞ ✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ µg(n) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡✢❡❝t✐♥❣

❢♦❧❧♦✇❡rs✬ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❝❤♦♦s❡s ❛ ❣r♦✉♣✲❢♦❝✉s❡❞ ✈✐s✐♦♥✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡

t❤❛t µg(n) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ n t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡r t❡❛♠ ♠❛② ✐♥❞✉❝❡ str♦♥❣❡r ❝♦♥❢♦r♠✐t②

❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦st❡r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ ✐❞❡♥t✐t②✳✷✶ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✭✐✮

µi < µg(1) ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ñ > 1 ✭♣♦ss✐❜❧② r❡❛❧✮ s✉❝❤ t❤❛t µi = µg(ñ)✳ P♦✐♥t ✭✐✮ ♠❡❛♥s

t❤❛t ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢♦❧❧♦✇❡r✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✲

❢♦❝✉s❡❞ ✈✐s✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r ♣♦✐♥t ✭✐✐✮ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❜♦✈❡ ñ ❢♦❧❧♦✇❡rs✱ ❛ ❣r♦✉♣✲❢♦❝✉s❡❞ ✈✐s✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s

♣r❡❢❡r❛❜❧❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ✜rst t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣

✐s ❡q✉❛❧ t♦ F ✳ ▼❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ α ❣✐✈❡s

α∗(n) =





1 if n ≤ ñ

0 if n > ñ
✭✷✺✮

❚❤❡ ❧❡❛❞❡r ❝❤♦♦s❡s ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✲❢♦❝✉s❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐♥ s♠❛❧❧ t❡❛♠s ❛♥❞ ❛

❣r♦✉♣✲❢♦❝✉s❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐♥ ❧❛r❣❡r t❡❛♠s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦r❡

❣❡♥❡r❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✿ αD(n) + (1 − α)F ✇❤❡r❡

✭✐✮ D(n) ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ n✱ ✭✐✐✮ D(1) < F ✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ n̂ > 1 ♣♦ss✐❜❧② r❡❛❧ s✉❝❤ t❤❛t

D(n̂)− F = 0✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✲❢♦❝✉s❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✱

D(n)✱ ❤❛s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❛t✉r❡ ✭❛♥❞ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ F ❢♦r s♠❛❧❧ t❡❛♠s✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢

✷✶❈❧❡❛r❧②✱ µi ❛♥❞ µg(n) ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ❝❤❛r✐s♠❛✱ θ✱ ❛♥❞ µg(n) ❝♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❡♠♣❧♦②❡❡s✬
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✱ γ✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✳
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✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❣r♦✉♣✲❢♦❝✉s❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✱ F ✱ ❤❛s ❛ ✜①❡❞ ♥❛t✉r❡ ✭❛♥❞ ✐s s♠❛❧❧❡r

t❤❛♥ D(n) ❢♦r ❧❛r❣❡ t❡❛♠s✮✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❝♦♠❡s t♦ r❡✐♥❢♦r❝❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡✛❡❝t

❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ µ(n) ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢♦❝✉s❡❞ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❢♦r

s♠❛❧❧❡r t❡❛♠s ❛♥❞ ❣r♦✉♣ ❢♦❝✉s❡❞ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❢♦r ❧❛r❣❡r ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ α∗(n) ✐s t❤❡r❡❢♦r❡

s✐♠✐❧❛r t♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✺✮✱ ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧② t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ n✳

✹ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❢♦❧❧♦✇❡rs

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❞❡♥♦t❡❞ ✶ ❛♥❞ ✷ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝

♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣r♦❥❡❝t ✐s Y = 2y ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ y > 0✳ ❯♥❞❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧

❧❡❛❞❡rs❤✐♣✱ ❢♦❧❧♦✇❡r i✬s ✉t✐❧✐t② r❡❛❞s

ui,a = ē

(
ba + sa −

1

2
c (ei − êi)

2

)
+ (1− ē)

(
sa −

1

2
c (ei − êi)

2

)

= ēba + sa −
1

2
c (ei − êi)

2

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✭❛✮ ê1 = 0✱ ê2 = ê ∈ (0, y
c
]✱ y

c
+ ê ≤ 1 ❀ ✭❜✮ µ ≥ c

3
✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ♣❧❛②s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r♦❧❡ t♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✳ ■t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥t❡r✐♦r

s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇❡r ✶✬s ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐s ♥✐❧ ✇❤✐❧❡

❢♦❧❧♦✇❡r ✷✬s ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ ê✳

▲❡t (sa, ba) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛❝t ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛❞❡r ✉♥❞❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞✲

❡rs❤✐♣✳ ❋♦❧❧♦✇❡r i ❡①❡rts ❡✛♦rt ei =
ba
2c

+ êi ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ✐s e = ba
2c

+ ê
2
✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞❡r

♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ✜r♠✬s ♣r♦✜t e(2y − 2ba) − 2sa✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s b∗a = y−ĉe

2
❛♥❞ s∗a = 0 ❛♥❞ t❤❡

♣r♦✜t ✐s π∗
a = 1

4c
(y + cê)2✳

▲❡t (sf , bf ) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛❞❡r ✉♥❞❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳

❚❤❡ ❧❡❛❞❡r ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡❧✐✈❡r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡✿ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ❛✐♠❡❞ ❛t

❢♦❧❧♦✇❡r ✶✱ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ❛✐♠❡❞ ❛t ❢♦❧❧♦✇❡r ✷✱ ♦r ❛ ♠❡ss❛❣❡ ❛✐♠❡❞ ❛t ❜♦t❤ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛t t❤❡ s❛♠❡

t✐♠❡✳

❈❛s❡ ✶✳ ❙♣❡❝✐✜❝ t❛r❣❡t✐♥❣✿ ▼❡ss❛❣❡ vf ❛✐♠❡❞ ❛t ❢♦❧❧♦✇❡r ✷✳ ❋♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❜♦♥✉s

bf ✱ ❢♦❧❧♦✇❡r ✶ ❡①❡rts ❡✛♦rt e1 =
bf
2c
✱ ❢♦❧❧♦✇❡r ✷ ❡①❡rts ❡✛♦rt e2 =

bf
2c

+ vf ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

✸✵



❡✛♦rt ✐s e =
bf
2c

+
vf
2
✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡r ✷ ✐s sf + (

3b2
f

8c
+

vf bf
2

) − µ(vf − ê)2✳

■❢ ❢♦❧❧♦✇❡r ✷ ❞❡✈✐❛t❡s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥ vf ✱ t❤❡ ❜❡st ❤❡ ❝❛♥ ❞♦ ✐s

t♦ ❡①❡rt ❡✛♦rt e2 =
bf
2c

+ ê ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣❛②♦✛ sf +
3b2

f

8c
+

êbf
2
✳ ❋♦❧❧♦✇❡r ✷ ❛❝❝❡♣ts t❤❡

♠❡ss❛❣❡ ✐❢ sf + (
3b2

f

8c
+

vf bf
2

) − µ(vf − ê)2 ≥ sf +
3b2

f

8c
+

êbf
2

♦r vf ≤ ê +
bf
2µ
✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st

♠❡ss❛❣❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇❡r ✷ ✐s v∗f = ê +
bf
2µ
✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇❡r ✶ ✐s t♦♦ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ v∗f

t♦ ❛❞❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❡✛♦rt ❡①❡rt❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇❡r ✶ ✐s e1 =
bf
2c

❛♥❞ t❤❡ ❡✛♦rt ❡①❡rt❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇❡r ✷ ✐s

e2 =
bf
2c

+ ê+
bf
2µ
✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ e =

bf
2c

+ ê
2
+

bf
4µ
✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞❡r ♠❛①✐♠✐③❡s ♣r♦✜t

e(2y − 2bf ) − 2sf − F. ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s∗f = 0 ❛♥❞ b∗f = y

2
− µc

2µ+c
ê✳✷✷ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

♣r♦✜t ✐s π∗
f = 2µ+c

8µc
(y + 2µc

2µ+c
ê)2 − F ✳

❈❛s❡ ✷✳ ❙♣❡❝✐✜❝ t❛r❣❡t✐♥❣✿ ▼❡ss❛❣❡ vf ❛✐♠❡❞ ❛t ❢♦❧❧♦✇❡r ✶✳ ❲❡ ♠✉st ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛✈❡

vf ≤ ê✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❢♦❧❧♦✇❡r ✷ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❡♥❞♦rs❡ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①

t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♠❡ss❛❣❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇❡r ✶ ✐s vf = min
(
ê,

bf
2µ

)
❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ✐s

e =
bf
2c

+ ê
2
+ 1

2
min

(
ê,

bf
2µ

)
✳ ❲❡ r❡tr✐❡✈❡ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡

✇❛s ❛✐♠❡❞ ❛t ❢♦❧❧♦✇❡r ✷✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛ ❝♦♥str❛✐♥t vf ≤ ê✳

❋r♦♠ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ t❛r❣❡t✐♥❣

str❛t❡❣② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝❛s❡ ✶✳

❈❛s❡ ✸✳ ❇r♦❛❞ t❛r❣❡t✐♥❣✿ ▼❡ss❛❣❡ vf ❛✐♠❡❞ ❛t ❢♦❧❧♦✇❡rs ✶ ❛♥❞ ✷✳ ❋♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❜♦♥✉s

bf ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ e1 = e2 =
bf
2c
+vf ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡r ✶

✐s sf +(
3b2

f

8c
+bfvf )−µv2f ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡r ✷ ✐s sf +(

3b2
f

8c
+bfvf )−µ(vf − ê)2✳ ■❢

❢♦❧❧♦✇❡r ✶ ❞❡✈✐❛t❡s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥ vf ✱ t❤❡ ❜❡st ❤❡ ❝❛♥ ❞♦ ✐s t♦ ❡①❡rt

❡✛♦rt e1 =
bf
2c

❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣❛②♦✛ sf +
3b2

f

8c
+

bfvf
2

✳✷✸ ❆ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ♥♦t ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ✐s

vf ≤
bf
2µ
✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r ❢♦❧❧♦✇❡r ✷ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ê ≤ vf ≤ ê+

bf
2µ
✳ ❚❤❡

t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇❤❡♥ bf ≥ 2µê ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐s

vf =
bf
2µ
✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❡✛♦rt ❡①❡rt❡❞ ❜② ❜♦t❤ ❢♦❧❧♦✇❡rs ✐s

bf
2c

+
bf
2µ
✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

❡✛♦rt✱ e✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞❡r ♠❛①✐♠✐③❡s e(2y− 2bf )− 2sf −F. ❋♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❡ ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t

bf ≥ 2µê ❛♥❞ ✇✐❧❧ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ r✐❣❤t ♦♥❡✳ ❚❤❡ ✭✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞✮

s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s∗f = 0 ❛♥❞ b∗f = y

2
✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r♦✜t ✐s π∗

f = µ+c

µc

y2

4
−F ✳ ❙❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

bf ≥ 2µê r❡q✉✐r❡s t❤❛t ê
y
≤ 1

4µ
✳

✷✷❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t b∗f ≥ 0✱ e∗1 ≤ 1✱ e∗2 ≤ 1✱ ❛♥❞ e∗ ≤ 1
✷✸❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ✐s

bf
2c +

vf
2 ✳

✸✶



▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♠♣❛r❡ ❝❛s❡s ✶ ❛♥❞ ✸✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞❡r ✐s ❜❡tt❡r ♦✛ ❜② t❛r❣❡t✐♥❣ ❜♦t❤ ❢♦❧❧♦✇❡rs ✇❤❡♥

µ+c

µc

y2

4
≥ 2µ+c

8µc
(y+ 2µc

2µ+c
ê)2 ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ cê

y
≤ 2µ+c

2µ

(√
2µ+2c
2µ+c

− 1
)
=

2µ
c
+1

2µ
c

(√
2µ

c
+2

2µ
c
+1

− 1
)
✳

❙❤❡ t❛r❣❡ts ❢♦❧❧♦✇❡r ✷ ✇❤❡♥ cê
y
> 2µ+c

2µ

(√
2µ+2c
2µ+c

− 1
)
✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❛t ❢♦r ❛♥② µ > 0 ❛♥❞

c > 0 ✇❡ ❤❛✈❡ 2µ+c

2µc

(√
2µ+2c
2µ+c

− 1
)

< 1
4µ
✱✷✹ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞

s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❝❛s❡ ✸ ✇❛s t❤❡ r✐❣❤t ❝❤♦✐❝❡✳ ❚❤❡ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ t❛r❣❡t✐♥❣ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛r❡

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳

❋✐❣✉r❡ ✺

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳ ❯♥❞❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✱ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ♠❡ss❛❣❡ t❛r❣❡ts ❜♦t❤ t②♣❡s

♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡rs ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t t♦♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✭✐✳❡✳ ✇❤❡♥ cê
y
✐s ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡✮ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦st

♦❢ ❛❞❤❡r✐♥❣ ✐s ♥♦t t♦♦ ❤✐❣❤ ✭✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ µ

c
✐s ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ t❛r❣❡ts ♦♥❧②

♦♥❡ t②♣❡ ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡r✳

■♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦❧❧♦✇❡rs✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡ t❤❛t t❛r❣❡ts t❤❡

t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛❧❧♦✇s t♦ r❛✐s❡ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✇♦r❦❢♦r❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r

✷✹❋♦r ❛♥② µ > 0 ❛♥❞ c > 0✱ ✐♥❡q✉❛❧✐t② 2µ+c
2µc

(√
2µ+2c
2µ+c

− 1
)
< 1

4µ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
√
1 + c

2µ+c
<

1 + 1
2

c
2µ+c

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧✇❛②s tr✉❡✳

✸✷



t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❤❛s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❧❡ss ❛♠❜✐t✐♦✉s ✈✐s✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ s❤❡ ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♥✈✐♥❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡r

✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ❛❞❤❡r❡✳ ❚❤❡ t❛s❦ ❜❡❝♦♠❡s ❡✈❡♥ ❤❛r❞❡r ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞❡r

✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✭t❤❛t ✐s✱ ✇❤❡♥ cê
y
✐s ❤✐❣❤✮ ♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧

❝♦st ♦❢ ❛❞❤❡r✐♥❣ ✐s ❤✐❣❤ ✭t❤❛t ✐s✱ ✇❤❡♥ µ

c
✐s ❤✐❣❤✮✳ ❲❡ ♥♦✇ st✉❞② t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ st②❧❡s ♦❢ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐s

♣r❡❢❡rr❡❞ ♦✈❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✇❤❡♥

F < F̃ ≡




(1− 2µ ê

y
− µ cê2

y2
) y

2

4µ
if ê ≤ 2µ+c

2µ

(√
2µ+2c
2µ+c

− 1
)

y

c

1
4

(
y2

2µ
− c2ê2

2µ+c

)
if ê > 2µ+c

2µ

(√
2µ+2c
2µ+c

− 1
)

y

c

F ✐s ❧❛r❣❡r ✇❤❡♥ ê ✐s s♠❛❧❧❡r✱ µ ✐s s♠❛❧❧❡r✱ ♦r y ✐s ❧❛r❣❡r✳ ❲❡ r❡tr✐❡✈❡ ❛ r❡s✉❧t ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦

t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ s❛②✐♥❣ t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐s ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❝♦♥t❡①ts

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡s ✐s ♥♦t t♦♦ ❤✐❣❤✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✐s

❧❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛❞❤❡r❡♥❝❡ ✐s ♥♦t t♦♦ ❤✐❣❤✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ F̃ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻ ❛s ❛

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ê ❢♦r y = 5✱ c = 10✱ µ = 5✳ ◆♦t❡ t❤❛t 2µ+c

2µ

(√
2µ+2c
2µ+c

− 1
)

y

c
≃ 0.225✳

❋✐❣✉r❡ ✻

✸✸



✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❧❡❛❞❡r ✇❤♦ ❝❤♦♦s❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r ❛ tr❛♥s❢♦r✲

♠❛t✐♦♥❛❧ st②❧❡ ♦❢ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ t♦ ♠♦t✐✈❛t❡ ❛ t❡❛♠ ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡rs ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ❛♥❞

❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣✳ ❚❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ st②❧❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧

st②❧❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♥♦♥✲♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✿ ❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧

♠❡ss❛❣❡ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✭s✉❝❤ ❛s ❣r♦✉♣ ✐❞❡♥t✐t② ❡✛❡❝ts ♦r ❝♦♥❢♦r♠✐t② ❡✛❡❝ts✮✳ ❖✉r ❢r❛♠❡✲

✇♦r❦ ❣✐✈❡s ❛♥ ❛❝t✐✈❡ r♦❧❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇❡rs ✉♥❞❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❢r❡❡ t♦

❛❞❤❡r❡ ♦r ♥♦t t♦ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡r ❤❛s

t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❡ss❛❣❡ t♦ ❝♦♥✈✐♥❝❡ t❤❡♠✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②

❜❡t✇❡❡♥ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡✿ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❤❛s t♦ s❡t ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧②

❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❝♦♥✈✐♥❝❡ ❢♦❧❧♦✇❡rs t♦ ❡♥❞♦rs❡ ❛♥ ❛♠❜✐t✐♦✉s ✈✐s✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r✲

♠♦r❡✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ ♥❡✇ t②♣❡ ♦❢ ❢r❡❡ r✐❞✐♥❣ ✲ t❤❡ ✏tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧✑

❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝t ✲ t❤❛t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✏tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧✑ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ■♥ ❢❛❝t✱

❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞✱ ❡❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡r ✐s ❧❡ss ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❡♥❞♦rs❡ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝✉r

t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦st ✐❢ ❤❡ ♦r s❤❡ ❦♥♦✇s t❤❛t t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦❧❧♦✇❡rs ✇✐❧❧ ❡♥❞♦rs❡ t❤❡

✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❡rt ♠♦r❡ ❡✛♦rt✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ t❡♥s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝t✱

t❤❛t ❤✐♥❞❡rs ❡♥❞♦rs❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t❤❛t ❢♦st❡r ❡♥❞♦rs❡♠❡♥t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ t❡❛♠

❣❡ts ❧❛r❣❡r✱ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✲ ✐❢ t❤❡② ❣r♦✇ s✉✣❝✐❡♥t❧② str♦♥❣❧② ✲ ♦✈❡rr✐❞❡ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s

♦❢ ❢r❡❡ r✐❞✐♥❣ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ r❡♠❡❞✐❡s t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦r❛❧

❤❛③❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❖✉r ✇♦r❦ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✐♥❝❡♥✲

t✐✈❡s t♦ ❡♥❞♦rs❡ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡r ❛s ❛♥ ✏✐❞❡♥t✐t②

❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✑✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r ❧❛r❣❡ t❡❛♠s ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣

✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞❡r t♦ ❝r❛❢t ❛ ✏s❡♥s❡ ♦❢ ✉s✑ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡

✭❍❛s❧❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❆s t❤❡ t❡❛♠ ❣❡ts ❧❛r❣❡r✱ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❤❛s t♦ s❤✐❢t ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✲❢♦❝✉s

✈✐s✐♦♥ t♦ ❛ ❣r♦✉♣✲❢♦❝✉s ✈✐s✐♦♥✳

❖✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣✳

❋✐rst✱ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❛t t♦ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧

❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ♠✉st ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛♥ ❛♠❜✐t✐♦✉s ✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❙❡❝♦♥❞ tr❛♥s❢♦r✲

♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐s ❧❡ss ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ t✐❡s t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ t♦ ♦t❤❡rs

✸✹



✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛r❡ ✇❡❛❦❡r✳ ❚❤✐r❞✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ✐s ❧❡ss ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❧❛r❣❡r

♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s✱ ❡①❝❡♣t ✐❢ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ✐s ✏❝❤❛r✐s♠❛t✐❝✑ ❛♥❞ s✉❝❝❡❡❞s ✐♥ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❣r♦✉♣ ✐❞❡♥t✐t②

t♦ ♠❛❦❡ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❡♥❞♦rs❡ ❤✐s ♦r ❤❡r ✈✐s✐♦♥✳ ❋♦✉rt❤✱ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛r❡ ❜❡tt❡r ♦✛ ✉♥❞❡r tr❛♥s❢♦r♠❛✲

t✐♦♥❛❧ ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r ♠♦♥❡t❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s

♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ ❛s ✇♦r❦ ✐s ♠♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✳

❆♣♣❡♥❞✐①

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠❡ss❛❣❡ vf ❛✐♠❡❞ ❛t ❢♦❧❧♦✇❡r ✶✳ ■t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t vf ≤ ê✳ ❋♦r

t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❜♦♥✉s bf ✱ ❢♦❧❧♦✇❡r ✶ ❡①❡rts ❡✛♦rt e1 =
bf
2c
+ vf ✱ ❢♦❧❧♦✇❡r ✷ ❡①❡rts ❡✛♦rt e2 =

bf
2c
+ ê ❛♥❞

t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ✐s e =
bf
2c
+

vf+ê

2
✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡r ✶ ✐s sf+(

3b2
f

8c
+

(vf+ê)bf
2

)−µv2f ✳

■❢ ❢♦❧❧♦✇❡r ✶ ❞❡✈✐❛t❡s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ✈✐s✐♦♥ vf ✱ ❤❡ ❡①❡rts ❡✛♦rt e1 =
bf
2
❛♥❞

♦❜t❛✐♥s t❤❡ ♣❛②♦✛ sf +
3b2

f

8c
+

êbf
2
✳ ❋♦❧❧♦✇❡r ✶ ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐❢ sf +(

3b2
f

8c
+

(vf+ê)bf
2

)−µv2f ≥

sf +
3b2

f

8c
+

êbf
2

♦r vf ≤
bf
2µ
✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st ♠❡ss❛❣❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇❡r ✶ ✐s vf = min

(
ê,

bf
2µ

)
✳

❚❤❡ ❡✛♦rt ❡①❡rt❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇❡r ✶ ✐s e1 =
bf
2c
+min

(
ê,

bf
2µ

)
❛♥❞ t❤❡ ❡✛♦rt ❡①❡rt❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇❡r ✷ ✐s

e2 =
bf
2c

+ ê✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛♦rt ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ e =
bf
2c

+ ê
2
+ 1

2
min

(
ê,

bf
2µ

)
✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞❡r ♠❛①✐♠✐③❡s

♣r♦✜t e(2y − 2bf )− 2sf − F ❜✉t ❝❛♥♥♦t r❡❛❝❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦✜t t❤❛♥ ✐♥ ❝❛s❡ ✶✳
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